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Пример 59. Вычислить длину дуги одной арки циклоиды 

.cos12   ,sin2 tyttx  

Решение. Дифференцируем по t  параметрические уравнения цик-

лоиды 

,sin2cos12   ,cos12sin2 ttytttx tt  

тогда  

,cos14
22

txt  ,sin4 22
tyt  

.
2

sin16
2

sin28cos18cos884cos84

cossin4cos84sin4cos4cos84

22

222222

tt
ttt

ttttttyx tt

 

 

2  0  

2  

y  

x  

 

.2   ,0 21 tt  

Подставляя полученные результаты в формулу (2.21), получаем 

.168818180cos8

cos8
2

cos8
22

sin8
2

2
2

sin4

2
sin4

2
sin4

2
sin16

0

2
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

tt
d

tt
d

t

dt
t

dt
t

dt
t

l

 

Пример 60. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
23 xy  между точками 1;1A  и .4;8B  

Решение. Разрешаем данное уравнение относительно x  и находим 

:x ,23yx  ,
2

3 21yx  ,
4

92
yx  ,1c  .4d  
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Согласно формуле (2.20) получим 

 

A  

B  

y  

x  1  

0  

1  

4  

8  
 

.13
8

13
1010

27

8

`
4

13
10

27

8

3

2

9

4

9

4

9

4

10   4 при

,
4

13
   1 при  ,

9

4
1

9

4

 ,1
9

4
   ,

4

9
1 пусть

4

9
1

2

3

2

3

4

13

10

3

210

413

2

110

413

4

1

tdttdtt

ty

tydttddy

tyty

dyyl

 

Задания для самостоятельного решения 

Вычислить длины дуг кривых: 

1. 
32 349 xy  между точками пересечения с осью .Oy   

2. .
2

;0   ,sin3   ,cos3 33 ttytx  3. xy sinln  от  

3
x  до .

2
x  4. yyx ln

2

1

4

1 2
 от 1y  до .ey  

Ответы. 1. .
3

28
 2. .5,4  3. .3ln  4. .1

4

1 2e . 

3. Вычисление объема тела вращения плоской фигуры. 

Если тело образуется при вращении вокруг оси Ox  криволинейной 

трапеции, то любое его плоское сечение, перпендикулярное к оси ,Ox  
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будет круг, радиус которого равен соответствующей ординате кривой 

.xfy  Объем тела вращения определяется формулой 

.     21

2

1

2 xxdxxyV

x

x

ox  (2.22) 

Если тело образуется при вращении криволинейной трапеции, при-

лежащей к оси ,Oy  то объем тела вращения определяется формулой 

.    21

2

1

2 yydyyxV

y

y

oy  (2.23) 

Пример 61. Вычислить объем тела, образованного вращением фи-

гуры, ограниченной линиями xy cos  (одной волной), 0y  вокруг 

оси .Ox  

Решение. Построим плоскую фигуру, вращение которой вокруг 

оси Ox  образует нужное тело: 

 

y  

x  2

3
 

2
 

2
 

0  

1  

1  
 

Искомое тело состоит из двух тел одинаковых объемов, тогда 

.2 1VVT  Найдем .1V  

cos
2

1

22
cos

2

1

22
2cos

2

1

2

2cos1
22

2cos1
cos

2

2

2

2

2

2

2

2

2
1

xx

dxxdx
x

xdxV
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.
22

1

22

1

22

2

1

222

1

22
1

2

1

22
1

2

1

22

2
 

Тогда искомый объем 

.
2

2 32
2

eдVT  

Пример 62. Вычислить объем тела, образованного вращением фи-

гуры, ограниченной линиями 0322   ,2 2 yxxy  вокруг оси .Ox  

Решение. Построим данную плоскую фигуру. Графиком функции 

22 xy  или 
2

2

1
xy  является парабола, симметричная оси ,Oy ветви 

направлены вверх, вершина лежит в начале координат. Графиком функ-

ции 0322 yx  или 
2

3
xy  является прямая  

 

x  

y  A  

1A  
B  

1B  

0   

2

3
xy  

 

2

2

1
xy  

 

Найдем абциссы точек A  и B  

.1   ,3           .
2

3

,032    ,32   ,
2

3

2

1
             ,

2

1

21

2222

xxxy

xxxxxxxy
  



 77 

Объем полученного тела вращения можно найти как разность объ-

емов тела, образованных вращением вокруг оси Ox  трапеций 11ABBA  и 

.11AOBBA  

Объем ,1V  образованный вращением трапеции 11ABBA  найдем по 

формуле (2.22): 

.
3

91

12

364

4

117

12

13

4

27

2

27
9

12

27184

3
4

9
3

2

3

3

3

4

9

2

3

3

1

3

1

4

9

2

3

3

4

9
3

2

3

2
323

1

3

2

1

3

2

1

x
xx

dxxxdxxV

 

Объем ,2V  образованного вращением криволинейной трапеции 

,11AOBBA  также найдем по формуле (2.22): 

.
5

61

20

244
2431

20

31
203

1

544

1

2

1 5
51

3

4

1

3

2
2

2

x
dxxdxxV

 

Тогда искомый объем 

..
15

2
18

15

183455

5

61

3

91 3
21 eдVVV  

Пример 63. Вычислить объем тела, образованного вращением фи-

гуры, ограниченной эллипсом ,1
916

22 yx
 вокруг оси .Oy  

Решение. Большая полуось эллипса ,416a малая полуось 

.39b  

Построим эллипс. Так как ,ab  то при вращении его вокруг малой 

оси получается сжатый эллипсоид вращения. 
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1B  

y  

x  

3  B  

4  

0  A  

 

Вычислим объем этого тела по формуле (2.23): 

2

1

2 .

y

y

oy dyxV  

Ординаты точек B  и 1B  являются пределами интегрирования 2y  

и 1y  соответственно. Для эллипса точки B  и 1B имеют координаты 

bB ;0  и ,;01 bB  то есть 3;0B  и ,3;01B  поэтому ,32y  .31y  

Из уравнения эллипса выразим :2x  

.
9

16
16    ,

9
1

16

22
22

yx
yx

 

Получим искомый объем: 

..6432321648

16483
27

16
3163

27

16
316

39

16
16

9

16
16

3

33

3

333

3

2

eд

y
ydyyVoy

 

Задания для самостоятельного решения 

Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 

заданными линиями, вокруг указанных осей координат: 

1. xy sin  (одной волной), 0y  вокруг оси .Ox  

2. 0   ,042 xxy  вокруг оси .Oy 3. 4   ,1   ,0   ,4 xxyxy  

вокруг оси .Ox  4. 
32

8

1
   ,

4

1
xyxy  вокруг оси .Oy  
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5. 0   ,0   , yxey x
 вокруг оси .Ox 6.   ,32 xy осью ,Ox   

прямой 1x  вокруг оси .Oy  

Ответы. 1. .2
 2. .

15

2
34  3. .12  4. .

5

2
 5. .

2
 6. .

7

4
 

2.5. Несобственные интегралы  

Интегралы с бесконечными пределами интегрирования или от раз-

рывных функций называются собственными. 

Несобственные интегралы с бесконечными пределами интегриро-

вания (несобственные интегралы I рода) от непрерывной функции xf  

определяются посредством предельного перехода: 

 ,   lim

b

a
b

a

dxxfdxxf   (2.24) 

 ,   lim

b

a
a

b

dxxfdxxf   (2.25) 

b

c
b

c

a
a

dxdxxfdxxf ,xf   lim   lim   (2.26) 

где c произвольное число. 

Несобственные интегралы от функций с бесконечными разрывами 

(несобственные интегралы II рода) также определяются посредством 

предельного перехода: 

Если функция xf  имеет бесконечный разрыв в точке ,cx  при-

надлежащей отрезку ,;ba  и непрерывна во всех других точках этого 

отрезка, то  

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf

2

02

1

01

,   lim   lim  (2.27) 

где 1  и 2  изменяются независимо друг от друга. 

Несобственные интегралы называются сходящимися, если сущест-

вуют и конечные определяющие их пределы. Если же указанные преде-

лы не существуют, то данные несобственные интегралы называются 

расходящимися. 
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Если непрерывная функция 0xf  на промежутке ;a  и ин-

теграл 

a

dxxf  сходится, то он выражает площадь бесконечно длин-

ной криволинейной трапеции 

 

xfy  

0  

x  

y  

a  

 

В случае, когда ,0xf  несобственный интеграл второго рода 

b

a

dxxf  (разрыв в точке bx ) можно истолковать геометрически как 

площадь бесконечно высокой криволинейной трапеции 

 

xfy  

y  

x  

a  0  b  
b  

 

Пример 64. Вычислить несобственный интеграл или установить 

его расходимость 

0

.dxe x  

Решение. Пользуясь равенством (2.24), получим  

.1101
1

1
1

1lim

limlim    lim 0

0
00

bb

b

b

bx

b

b

x

b

x

e

eeedxedxe

 

Следовательно, данный несобственный интеграл сходится. 
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Пример 65. Вычислить несобственный интеграл или установить 

его расходимость 

0

.dxxe x  

Решение. Используя определение (2.25), получим: 

.    lim

00

a

x

a

x dxxedxxe  

Рассмотрим интеграл .dxxe x  Для его нахождения воспользуемся 

формулой интегрирования по частям 

.vduvudvu  

Пусть ,   , dxedvxu x
 тогда .   , xx edxevdxdu  

.1xeexe

dxexedxeexdxxe

xxx

xxxxx

 

Вернемся к данному интегралу: 

.11

1lim111lim

110lim1lim 00
0

ee

aeae

aeexedxxe

a

a

a

a

a

aa

x

a

x

 

Следовательно, данный несобственный интеграл расходится. 

Пример 66. Найти несобственный интеграл .
12x

dx
 

Решение. Пользуясь определением (2.26), получим  

.
2222

limlim0lim

0lim  lim   lim

1
lim

1
   lim

111

0

0

0

2

0

2

0

2

0

22

arctgbarctgaarctgarctgb

arctgaarctgarctgxarctgx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

bab

a

b

baa

b

b
a

a
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Значит данный несобственный интеграл сходится. 

Пример 67. Вычислить несобственный интеграл 

1

0
x

dx
 или устано-

вить его расходимость. 

Решение. Здесь при 0x  подынтегральная функция 
x

1
 имеет бес-

конечный разрыв. Согласно определению (2.27) 

,0ln0lim

ln1lnlimlnlim    lim

0

0

1

0

1

0

1

0

x
x

dx

x

dx

 

то есть несобственный интеграл расходится. 

Пример 68. Найти несобственный интеграл .

1

2

1
3 2

x

dx
 

Решение. Подынтегральная функция имеет бесконечный разрыв в 

точке ,1x  лежащей внутри отрезка интегрирования .2;1  Поэтому, 

согласно формуле (2.27), 

.1230332303313lim233lim

113123lim113113lim

1 3 lim13  lim

1
3

2

1
lim

1
3

2

1
lim1   lim

1   lim

111

3333

0

33

0

3
2

3

0

33

0

3

0

3

0

00

2

1
0

3

2
1

1
0

2

1
3 2

1

1
3 2

2

1
3 2

2

2

1

1

2

1

1

2
1

2

2
1

1
1

1

21

2
1

3

2

21

1
1

1
3

2

1

2

3

2

2

1

1

xx

xx
dxx

dxx

x

dx

x

dx

x

dx

 

Следовательно, данный несобственный интеграл сходится. 

Задания для самостоятельного решения 

Вычислить несобственные интегралы или установить их расходи-

мость 
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1. .

4

6

2
3 2

x

dx
 2. .

222 xx

dx
 3. .

4

3

2
4 2x

xdx
 4. .

1

2

0

2
x

dx
 

5. 

2

2

2
.

1x

xdx
 6. 

0

.sin xdx  7. .

1

3x

dx
 

Ответы. 1. .263  2. .  3. .125
3

2 4  4. Расходится. 5. Расходится.  

6. Расходится. 7. .
2

1
 

Контрольная работа на тему  

«Определенный интеграл и его приложения» 

Вариант 1. 

1. Вычислить интеграл 

2

0

.cos xdxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.  ,2 xyxy  

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями   ,2  ,5,02 2 yxxy вокруг оси .Oy  

4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

0

.
2
dxxe x  

Вариант 2. 

1. Найти интеграл 

e

dx
x

x

1

2

.
ln

 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.
3

  ,
3

2 x
yxy  

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,2 2xy  ,2xy вокруг оси .Ox  

4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

0

32

.

1x

xdx
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Вариант 3.  

1. Найти интеграл 

2

6

3 .cossin xdxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.0142  ,043 2 yxyx  

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,3xy ,2y  ,0x вокруг оси .Oy  

4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

4

2
.

47x

xdx
 

Вариант 4. 

1.. Найти интеграл 

2
1

0
2

.
4 x

xdx
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.17  ,
16 2

2
xy

x
y  

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,2 2xxy  ,0y вокруг оси .Ox  

4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

3

22
.

1x

xdx
 

Вариант 5. 

1. Найти интеграл 

3

0

.
325 x

dx
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

,0  ,
3

1
yy

x

 ,1x  .2x  

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,
3

42 xy  ,3x вокруг оси .Oy  
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4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

1

0
3

2

.

1 x

dxx
 

Вариант 6. 

1. Найти интеграл 

2

1

.ln3 xdxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.4  ,4 22 xyyx   

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,23 xy  ,1y вокруг оси .Ox  

4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

2

2
.

54xx

dx
  

Вариант 7.  

1. Найти интеграл 

3

0

2 .1 dxxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.9  ,3 2 xyxy  

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,2 2xy  ,2xy вокруг оси .Oy  

4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

0

1

.4 2 dx
x

 

Вариант 8.  

1.Найти интеграл 

2
1

0
2

.

1 x

xdx
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.73  ,13 2 xyxy  

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,4xy  ,62 yx вокруг оси .Ox  
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4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

0

2 .cos xdx  

Вариант 9.  

1.Найти интеграл 

0

2
1

2 .dxxe x
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.2  ,1  ,0  ,42 xxyy x
 

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,3 2xy  ,0  ,3 xy вокруг оси .Oy  

4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

3

2
.

106xx

dx
 

Вариант 10.  

1.Найти интеграл 

2

0
4

3

.

4 x

dxx
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

 .3  ,92 xyxy  

3. Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ог-

раниченной линиями ,2 xy  ,1  ,0 xx  ,0y вокруг оси .Ox  

4. Вычислить несобственный интеграл или установить его расхо-

димость 

2

3

2
.

3x

dx
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3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

3.1. Основные понятия и определения 

Определение. Дифференциальным уравнением (ДУ) называется 

равенство, связывающее независимые переменные, их функцию и про-

изводные (или дифференциалы) этой функции. 

Если независимая переменная одна, то уравнение называется обык-

новенным; если же независимых переменных две или больше, то урав-

нение называется дифференциальным уравнением в частных производ-

ных. 

Порядком дифференциального уравнения называется наивысший 

порядок производной, входящей в это уравнение. 

Например: 

03 23 yxyxy  – ДУ второго порядка, 

52

3

3

dx

dy
xy

dx

yd
 – ДУ третьего порядка, 

xtgyey x 3  – ДУ первого порядка, 

0;; yyxF  – общий вид обыкновенного дифференциального 

уравнения первого порядка. 

Определение. Решением (или интегралом) дифференциального 

уравнения называется такая дифференцируемая функция ,xy  ко-

торая при подстановке в уравнение вместо неизвестной функции обра-

щает его в тождество. 

3.2. Дифференциальные уравнения  
первого порядка 

Дифференциальное уравнение первого порядка в общем случае 

можно записать в виде 

.0;; yyxF  (3.1) 

Уравнение связывает независимую переменную ,x  искомую функ-

цию y  и еѐ производную .y  Если уравнение (3.1) можно разрешить 

относительно ,y  то его записывают в виде 

yxfy ;  (3.2) 

и называют ДУ первого порядка, разрешенным относительно производ-

ной. 
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Уравнение (3.2) можно записать в дифференциальной форме 

,0;; dyyxQdxyxP  (3.3) 

где yxP ;  и yxQ ; известные функции. Уравнение (3.3) удобно тем, 

что переменные x  и y  в нем равноправны, то есть любую из них мож-

но рассматривать как функцию другой. 

Интегрирование ДУ в общем случае приводит к бесконечному 

множеству решений (отличающихся друг от друга постоянными вели-

чинами). 

Чтобы решение ДУ приобрело конкретный смысл, его надо подчи-

нить некоторым дополнительным условиям. 

Условие, что при 0xx  функция y должна быть равна заданному 

числу ,0y  то есть 0yy  называется начальным условием и записыва-

ется в виде 

00
yxy  или .

0

0

y
xx

y  (3.4) 

Определение. Общим решением (общим интегралом) ДУ первого 

порядка называется функция ,;cxy  содержащая одну произволь-

ную постоянную и удовлетворяющая условиям: 

функция cx;  является решением ДУ при каждом фиксирован-

ном значении ;c  

Каково бы ни было начальное условие 00 yxy  (или 
0

0

yy
xx

), 

можно найти такое значение постоянной ,0cc  что функция 

0;cxy  удовлетворяет данному начальному условию. 

Определение. Частным решением (частным интегралом) ДУ пер-

вого порядка называется любая функция ,; 0cxy  полученная из 

общего решения cxy ;  при конкретном значении постоянной 

.0cc  

С геометрической точки зрения cxy ;  есть семейство инте-

гральных кривых на плоскости ;Oxy  частное решение 0;cxy од-

на кривая из этого семейства, проходящая через точку .; 00 yx  

Задача отыскания решения ДУ первого порядка (3.3), удовлетво-

ряющего заданному начальному условию (3.4), называется задачей Ко-

ши. 

Рассмотрим методы интегрирования ДУ первого порядка опреде-

ленного типа. 
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3.2.1. Уравнения с разделяющимися переменными 

Наиболее простым ДУ первого порядка является уравнение вида: 

.0dyyQdxxP  (3.5) 

В нем одно слагаемое зависит только от ,x  а другое – от .y  Обычно 

такие ДУ называют уравнениями с разделенными переменными. Про-

интегрировав почленно это уравнение, получаем: 

CdyyQdxxP  – его общий интеграл. 

Пример 69. Проверить, что данная функция xy  является ре-

шением (интегралом) данного дифференциального уравнения .12 yy  

Решение. Найдем производную данной функции .
2

1

x
xy  

Подставив в данное уравнение xy  и ,
2

1

x
y  убедимся, что оно 

обращается в тождество: 

,1
2

1
2

x
x  1=1. 

Пример 70. Найти общий интеграл уравнения 

.021
23
dxydyx  

Решение. Разделим переменные в данном уравнении, деля обе его 

части на :21
23

yx  

.0
12

    ,0
21

2

21

1
3223

2

23

3

x

dx

y

dy

yx

dxy

yx

dyx
 

Почленно интегрируя, получим искомый общий интеграл: 

   ,012-y   ,0
12

32

32
xdy

x

dx

y

dy

.

22

1

1
2   ,

22

1

1
2   ,

12

1

2

1

     ,
12

1

2

1
   ,

2

1

1

2

22

2

2

21

C
x

y

C
x

yC
xy

C
xy

C
xy
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Пример 71. Найти общее решение данного ДУ .5xy  

Решение. Выразим производную y  через дифференциалы пере-

менных 
dx

dy
y  и умножим обе части уравнения на :dx  

.5     ,5 dxxdxdyx
dx

dy
  

Интегрируя обе части полученного равенства, находим общее ре-

шение данного уравнения: 

Cx
x

ydxxdxdy 5
2

     ,5
2

 

или  

.
2

5
2

C
x

xy  

Пример 72. Найти общее решение уравнения .032 2 yyxyx
 

Решение. Воспользуемся свойствами степеней с одинаковыми ос-

нованиями степеней: 

,03322      ,03322      ,032 222 yyy
yxyxyxyxyxyx

.0
9

3
22      ,09322 yy

y

x
yxyxyx

 

Выразим производную функции через дифференциалы переменных 

dx

dy
y  и умножим обе части уравнения на dx : 

.0
9

3
22      ,0

9

3
22 dydx

dx

dy
y

x
yx

y

x
yx

 

Разделяем переменные, умножая уравнение на :
32

1
xy

 

.018
3

2
     ,0

18

1

3

2

,0
29

1

3

2
     ,0

32

1

9

3

32

1
22

dydxdydx

dydxdydx

y
x

y

x

yyx

x

xyy

x

xy

yx

 



 91 

.018
3

2
     ,0

18

1

3

2

,0
29

1

3

2
     ,0

32

1

9

3

32

1
22

dydxdydx

dydxdydx

y
x

y

x

yyx

x

xyy

x

xy

yx

 

Интегрируя последнее равенство, получим общее решение данного 

уравнения: 

.
18ln

18

ln
      ,018

3

2

3
2

3
2

Cdydx
y

x

y
x

 

Пример 73. Найти частный интеграл уравнения ,0ctgxdyydx  

удовлетворяющий начальному уравнению 1
3

y . 

Решение. Разделяя переменные (делим уравнение на xtgxy ) и ин-

тегрируя, находим сначала общий интеграл данного уравнения: 

.coscos

,cos     ,lncoslnln

,lnlncosln     ,0

,0     ,0      ,0

1 xCxCy

xCyCxy

Cyx
y

dy
tgxdx

y

dy
tgxdx

y

dy

ctgx

dx
ctgxdyydx

 

Здесь произвольную постоянную взяли в виде логарифма для удоб-

ства нахождения общего интеграла, а поскольку C это тоже некото-

рая постоянная величина, поэтому еѐ обозначим через 11 CCC . 

Затем, используя указанное начальное условие 1
3

y , под-

ставляем в общий интеграл заданные значения переменных 

1  ,
3

yx  и определяем соответствующее значение произвольной 

постоянной: 

.2     ,
2

1
1     ,

3
cos1 111 CCC  
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При этом значении 1C  из общего интеграла получаем искомый ча-

стный интеграл, удовлетворяющий заданному начальному условию, 

xy cos2 . 

Пример 74. Найти частный интеграл уравнения yxyy lncos 2
, 

удовлетворяющий начальному условию 1y . 

Решение. Дано дифференциальное уравнение первого порядка с 

разделяющимися переменными, неразрешенное относительно y .  

Выразим производную y  через дифференциалы переменных 

dx

dy
y  и умножим обе части уравнения на dx : 

.lncos     ,lncos 22 ydyxydxyx
dx

dy
y  

Разделяя переменные (делим уравнение на xy 2cos ) и интегрируя, 

находим общий интеграл данного уравнения: 

.
ln

     ,
ln

cos

,
ln

cos
     ,

cos

lncos

cos

2

22

2

2

dy
y

y
tgx

y

ydy

x

dx

y

ydy

x

dx

xy

ydyx

xy

ydx

 

Найдем полученный интеграл, пользуясь методом замены перемен-

ной. Пусть zyln , тогда dy
y

dzdyydz
1

     ,ln . Получим: 

C
y

C
z

zdzdy
y

y

2

ln

2

ln 22

. Тогда C
y

tgx
2

ln 2

. 

Используя указанное начальное условие 1y , подставляем в 

общий интеграл заданные значения переменных 1  , yx  и опре-

деляем соответствующее значение произвольной постоянной C : 

0     ,00     ,
2

1ln 2

CCCtg . 

Таким образом, частный интеграл данного уравнения, удовлетво-

ряющий указанному начальному условию, имеет вид: 

2

ln 2 y
tgx . 
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3.2.2. Однородные дифференциальные уравнения I порядка 

Определение. Функция yxf ;  называется однородной функцией 

n-го порядка (измерения), если при умножении каждого еѐ аргумента на 

произвольный множитель вся функция умножится на n , то есть 

yxfyxf n ;; . 

Например, функция yxxyxyxf 223 5'  есть однородная 

функция третьего порядка, поскольку  

.;555

5;

3223323233322

2233223

yxfyxxyxyxxyxyx

yxxyxyxxyxf
 

Дифференциальное уравнение первого порядка 

 yxfy ;  (3.6) 

называется однородным, если функция yxf ; есть однородная функция 

нулевого порядка или если yxf ;  можно представить как функцию 

только одного отношения переменных 
x

y
yxf ; , то есть уравне-

ние вида  

 
x

y
y . (3.7) 

Однородное уравнение часто задается в дифференциальной форме 

 0;; dyyxQdxyxP , (3.8) 

где yxQyxP ;  ,; однородные функции одинакового порядка. 

Однородное уравнение (3.7) преобразуется в уравнение с разделяю-

щимися переменными при помощи замены переменной (подстановки) 

u
x

y
 или, что то же самое, xuy . (3.9) 

Пример 75. Проинтегрировать уравнение 0222 xydydxyx . 

Решение. Уравнение задано в дифференциальной форме (3.8). 

xyyxQyxyxP 2;  ,; 22
. Проверим однородность этих функций: 

yxPyxyxyxyxP ;; 2222222222
. 

Функция yxP ;  является однородной второго порядка.  
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yxQxyxyyxyxQ ;222; 222
. Функция 

yxQ ;  также является однородной второго порядка. В силу этого дан-

ное уравнение является однородным ДУ первого порядка. 

Разрешим данное уравнение относительно производной, для этого 

разделим его на dx , а так как y
dx

dy
, получим 

0222

dx

dy
xyyx  или 0222 yxyyx . 

Выразим из последнего уравнения y : 

xy

yx
y

2

22

, 
x

y

y

x
y

xy

y

xy

x
y

2

1

2

1
     ,

22

22

. 

Воспользуемся подстановкой xuy , тогда uxuy . Подста-

вим правые части этих равенств в последнее уравнение 

.
2

1
    ,

22

1
    ,

22

1

,
22

1
    ,

2

1

2

1

2

u

u
xu

u

u
xuu

u

u
xu

u

u
uxu

x

ux

xu

x
uxu

 

Так как 
dx

du
u , тогда получим 

u

u
x

dx

du

2

1 2

 или dx
u

u
xdu

2

1 2

. 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделим 

уравнение на 
u

u
x

2

1 2

 

x

dx
du

u

u

u

u
x

dx
u

u

u

u
x

xdu
22

2

2 1

2
     ,

2

1

2

1

2

1
. 

Проинтегрируем полученное уравнение 

,ln
1

ln    ,ln1lnln

,lnln1ln    ,
1

2

2

2

2

2

x
u

c
xuC

Cxu
x

dx
du

u

u

 



 95 

x
u

c
21

 или Cux 21 . 

Исключая вспомогательную функцию 
x

y
uu , окончательно по-

лучим 

C-x     ,     ,1
22

2

2

x

y
C

x

y
xC

x

y
x  или Cxxy 22

. 

Это и есть искомый общий интеграл. 

Пример 76. Найти общее решение дифференциального уравнения 

y

x
yyxy ln . 

Решение. Вначале устанавливаем, что данное уравнение – одно-

родное. Разрешим это уравнение относительно y : 

.ln1,ln1

,ln1,ln

x

y

x

y

x

y
y

y

x

x

y
y

y

x
yyx

y

x
yyyx

    

    

 

Получили уравнение вида (3.7), поэтому оно, а следовательно и 

данное уравнение является однородным. Заменим функцию y . Полагая 

xuy , при этом uxuy , подставим правые части в последнее 

уравнение 

.ln,ln

,ln1,ln1

uuxuuuuuxu

uuuxu
x

ux

x

ux
uxu

    

    
 

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Так как 

,
dx

du
u тогда получим: uu

dx

du
x ln . 

Разделим переменные. Для этого обе части уравнения умножим на dx : 

,lnudxuxdu  

затем умножим уравнение на 
uxu ln

1
: 

x

dx

uu

du

ln
. 
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Получили уравнение с разделенными переменными. Проинтегри-

руем это уравнение: 

Cx
uu

du

x

dx

uu

du
lnln

ln
,

ln
     . 

Для нахождения интеграла, стоящего в левой части уравнения, вос-

пользуемся методом замены переменной. Пусть zuln , тогда 

du
u

dzduudz
1

,ln     , а значит 
z

dz

uu

du

ln
. uz

z

dz
lnlnln . 

Таким образом, получим 

CxeuxCuxCuCxu             ,ln,lnlnln,lnlnlnln . 

Исключая вспомогательную переменную u , найдем искомый об-

щий интеграл: 

CxCx xeye
x

y
    , . 

Пример 77. Найти частный интеграл уравнения ydyydxxdy , 

удовлетворяющий начальному условию 11y . 

Решение. Выясним, является ли данное уравнение однородным. 

Разделим уравнение на dx  и преобразуем его: 

,

1

,

,,,

x

y

x

y
x

y

x

yx
x

x

y
x

yx

y
y

yx

y

dx

dy

y
dx

dy
yxy

dx

dy
y

dx

dy
x

dx

dy
yy

dx

dy
x

    

        

 

то есть 
x

y

x

y
x

y

y

1

. 

Полученное уравнение является однородным, соответствующим 

уравнению (3.7). Поэтому, полагая xuy , откуда uxuy , полу-

чим уравнение 

,
1

,
1

,
1

2

u

uuu
xuu

u

u
xu

u

u
uxu          

u

u
xu

1

2

 или 
u

u

dx

du
x

1

2

. 
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Разделим переменные полученного уравнения с разделяющимися 

переменными dx
u

u
xdu

1

2

, умножим уравнение на 
2

1

ux

u
: 

x

dx
du

u
u

x

dx
du

u

u

ux

dx
du

u

u 1
    ,

1
    ,

1 2

222
. 

Интегрируя полученное уравнение, имеем 

,
12

x

dx
du

u
u  ,ln2 Cx

u

du
duu  

,lnln
1

1

Cxu
u

 ,lnln
1

Cxu
u

 

xu
u

C lnln
1

, xu
u

C ln
1

. 

Возвращаясь к переменной y , находим общий интеграл: 

x

y
x

x

y
C ln

1
, y

y

x
C ln , yC

y

x
ln , yCyx ln . 

Подставив заданные значения переменных 1y , при 1x , най-

дем значение C : 1ln11 C , 1C . 

Следовательно, искомый частный интеграл уравнения имеет вид: 

yyx ln1  или yyx ln1 . 

3.2.3. Линейные уравнения первого порядка  

и уравнения Бернулли 

Дифференциальное уравнение первого порядка называется линей-

ным, если его можно записать в виде: 

 xqyxpy  (3.10) 

где xp  и xq непрерывные заданные функции, в частности – посто-

янные. 

Особенность ДУ (3.10): искомая функция y и еѐ производная y  

входят в уравнение первой степени, не перемножаясь между собой. 

Решение уравнения (3.10) ищется посредством замены функции y  

произведением двух вспомогательных дифференцируемых функций, 

зависящих от x , то есть vuy , где xuu , xvv . С помощью 
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такой подстановки линейное ДУ сводится к двум уравнениям с разде-

ляющимися переменными относительно каждой из вспомогательных 

функций. 

Уравнение вида: 

nyxqyxpy , zn , 0n , 1n  (3.11) 

называется уравнением Бернулли. 

Если 0n , то ДУ (3.11) является линейным, а при 1n с разде-

ляющимися переменными. 

Уравнение Бернулли (3.11), отличающееся от линейного уравнения 

тем, что в правую часть входит множителем некоторая степень функции 

y , решается так же, как линейное. Посредством подстановки vuy  оно 

также сводится к двум уравнениям с разделяющимися переменными. 

Пример 78. Найти общее решение уравнение .sin xyctgxy  

Решение. Данное уравнение соответствует (3.10), где ctgxxp , 

xxq sin , поэтому является линейным. Полагаем vuy . Тогда 

vuvuy  и данное уравнение преобразуется к виду: 

xvctgxuvuvu sin  или xvctgxvuvu sin . 

Так как одну из вспомогательных функций u  или v  можно взять 

произвольно, то подберем функцию v  такой, чтобы она удовлетворяла 

уравнению 

0vctgxv . 

Или можно сказать так: выберем в качестве v какой-либо частный 

интеграл уравнения 0vctgxv . Тогда для отыскания u  получим 

уравнение xvu sin . 

Решим первое уравнение. Оно является уравнением с разделяющи-

мися переменными. Учитывая, что 
dx

dv
v , получим vctgx

dx

dv
. Умно-

жим уравнение на 
v

dx
: ctgxdx

v

dv
. 

Интегрируя последнее уравнение, найдем его простейший, отлич-

ный от нуля частный интеграл: 

ctgxdx
v

dv
; xv sinlnln ; xv sin . 

Подставляя xv sin  во второе уравнение и решая его, найдем 

u как общий интеграл этого уравнения: 
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xxu sinsin , 1u , 1
dx

du
, dxdu , dxdu , Cxu . 

Зная функции u  и v , находим искомую функцию y : 

xCxvuy sin . 

Пример 79. Найти частное решение уравнения xxyyx , 

удовлетворяющее условию 31y . 

Решение. Разделим данное уравнение на x : 

xy
x

y
1

. Здесь 
x

xp
1

, xxq , согласно (3.10) данное 

уравнение является линейным. 

Полагая uvy , имеем vuvuy . Данное уравнение примет 

вид: 

xuv
x

vuvu
1

 или xv
x

vuvu
1

. 

Отсюда, как и в решении примера 78, получаем два уравнения с 

разделяющимися переменными: 1) 0
1

v
x

v  и 2) xvu . 

Решая первое уравнение, находим v как частный интеграл этого 

уравнения: 0
1

v
x

v , v
xdx

dv 1
. Умножим последнее уравнение на 

v

dx
 и проинтегрировав, находим функцию v : 

x

dx

v

dv
, 

x

dx

v

dv
, xv lnln , xv . 

Подставляя xv во второе уравнение и решая его, находим u  как 

общий интеграл этого уравнения: 

.2   ,2   ,

1
2

1
   ,

,   ,   ,
1

u   ,   ,

2

11
2

1

2

1

2

1

2

1

CxuCxuC
x

udxxdu

dxxdux
dx

du

x
xxuxvu
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Следовательно, искомый общий интеграл данного уравнения: 

xCxvuy 2 . 

Подставляя сюда заданные значения переменных 3y  при 1x , 

находим значение произвольной постоянной C : 

1123 C , C23 , 1C . 

Таким образом, искомый частный интеграл будет  

xxy 12 . 

Пример 80. Найти общий интеграл уравнения 1322 xyyyx . 

Решение. Разделим обе части уравнения на 
22 yx : 

22

11

yx
y

x
y  или .

11 2

2
y

x
y

x
y  

Убеждаемся, что это уравнение Бернулли (3.11), где 
x

xp
1

, 

2

1

x
xq

. 

Заменяя функцию y по формуле uvy , имеем vuvuy , 

222

11

vux
uv

x
vuvu , 

222

11

vux
v

x
vuvu . Получаем два 

уравнения с разделяющимися переменными: 

1) 0
1

v
x

v  и 2) 
222

1

vux
vu . 

Решая первое уравнение, находим v как частный интеграл этого 

уравнения: 

0
1

v
x

v , v
x

v
1

, v
xdx

dv 1
. Умножая уравнение на 

v

dx
 и 

интегрируя, получим: 

x

dx

v

dv
, 

x

dx

v

dv
, xv lnln , 

x
v

1
lnln , 

x
v

1
частный интеграл первого уравнения. 

Подставим v во второе уравнение: 
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2
22 1

11

x
ux

x
u , 

2

11

ux
u , 

2

11

uxdx

du
. 

Умножим уравнение на xdxu 2  и проинтегрируем xdxduu 2 , 

xdxduu 2 , 
323

23 Cxu
, Cxu 23

2

3
, 3 2

2

3
Cxu . 

Тогда искомый общий интеграл данного уравнения 

3 2

2

31
Cx

x
vuy  или 

32

3

x

C

x
y . 

Пример 81. Найти частное решение уравнения 0
23 xeyxyy , 

удовлетворяющее условию 
3

1
0y . 

Решение. Преобразуем данное уравнение 

23 xeyxyy . 

Здесь xxp , 
2xexq . Убеждаемся, что это уравнение Бер-

нулли (3.11). Заменяя функцию y по формуле vuy , имеем 

vuvuy , 
23 xeuvxuvvuvu  или 

233 xevuvxvuvu . 

Отсюда, как и в решении предыдущего примера, получаем два 

уравнения с разделяющимися переменными: 

1) 0vxv  и 2) 
233 xevuvu . 

Решим первое уравнение: 

0vxv , vxv , vx
dx

dv
. 

Умножим уравнение на 
v

dx
и проинтегрируем 

xdx
v

dv
, xdx

v

dv
, 

2
ln

2x
v , 2

2x

ev . 

Нашли v как простейший частный интеграл первого уравнения. 
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Подставим найденную функцию v во второе уравнение и преобра-

зуем его: 

2
2

23

32

2

x

xx

eeueu , 232

22 xx

eueu , 3uu . 

Так как ,
dx

du
u  тогда получим: .3u

dx

du
 Умножим уравнение на 

3u

dx
: dx

u

du
3

, dxduu 3 . Проинтегрируем последнее уравнение 

dxduu 3

, 213

13 C
x

u

, 22

2 C
x

u

, 22

1
2

C
x

u .  

Умножим на -2: Cx
u

2
1
2

, тогда 
Cx

u
2

12 .  

Получили общий интеграл второго уравнения. Так как вторая 

вспомогательная функция u получена в четной степени 
2u , удобнее 

выразить общий интеграл данного уравнения как 
2y : 

Cx

e
e

Cx
vuy

xx

22

1
22 2

2222 . 

Подставляя сюда заданные значения переменных 0x , 
3

1
y , 

находим значение произвольной постоянной C : 

C

e

023

1 02

, 
C

1

3

1
, 3C . 

Следовательно, искомый частный интеграл будет 

32

2

2

x

e
y

x

. 

Задания для самостоятельного решения 

1. Проверить, является ли указанная функция решением данного 

уравнения: 

а) 
xCey 2
, 02yy ; б) Cxyx 22

, 0xdydxyx ; 

в) 
4Cxy , yxyyx 24 ; г)

2
21 xCxCy , 

0222 yyxyx ; д) 32
2

1ln5 CxCxCxy , 
2

5

x
y . 
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Проинтегрировать дифференциальные уравнения с разделяющимися 

переменными. Если даны начальные условия, найти частные решения: 

2. 02 xdxdy , 20x , 00y . 3. 052 ydxdyx , 00x , 

10y . 4. 0122 2yxy , 00x , 10y . 5. 01 2 yxy , 

00x , 40y . 6. 04 22 yxy , 20x , 
8

0y . 

7. dxydxdyx , 00x , 00y . 8. 091 22 yxyx , 00x , 

00y . 9. 05
5cos

1
y

x
y , 0x , 

5

1
0y . 10. dydxxdyxdx 23 .  

11. 01684 22 yyxx . 

Проинтегрировать однородные дифференциальные уравнения: 

12. .25 22 yxyyx  13. .42 22 xyyxy   

14. .222 dxxyyxdyx  15. .
x

y

x

y
tgy   

16. .coscos x
x

y
y

x

y
yx  17. .

2

2

x

y

x

y
y   

18. .632 222 yxyxyx  

Проинтегрировать линейные ДУ и уравнения Бернулли. Если даны 

начальные условия, найти частные решения: 

19. 
xeyy . 20. 3412 xyyx ; 50y .  

21. 
x

ytgxy
cos

1
; 00y . 22. 02xyyxy .  

23. xyyyx ln2
, 11y . 24. 

3322 yxxyy , 20y . 

25. Определить тип дифференциального уравнения: 

а) 044 2 yxy ; б) ctgxytgxy ; в) xyxyy 32 ;  

г) 
x

y
y cos ; д) 0

23 xeyxyy ; е) 091 22 yxyx ;  

ж) 
2

22

x

yxyx
y ; з) 

x

y
ctg

x

yyx
; и) 0xdxydy ;  

к) xyxy sin5 2
. 

Ответы. 1. а) является; б) является; в) не является; г) является;  

д) не является. 2. 1
4

2x
y . 3. 

52

5

x
y . 4. xxy 2cos 2

.  
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5. 
214 xxy . 6. 

2

2

x
arctg

y . 7. 12 xey .  

8. 11sin3 2xy . 9. xey 5sin

5

1
. 10. 12ln

4

5

2

3
xCxy . 

11. 842lnsin4 2 xxxCy . 12. Cxxy lnsin5 .  

13. 084 22 Cxxy . 14. Cxxtgy ln . 15. 
x

y
Cx sin .  

16. Cx
x

y
lnsin . 17. 

21

2

Cx

x
y . 18. 

Cx

xCx
y

1

3 2

.  

19. 
xeCxy . 20. 

22

3

1

53

x

xx
y . 21. 

x

x
y

cos
.  

22. 
Cxx

y
ln

1
. 23. 

1ln

1

x
y . 24. 1

2

1

2

1 2222 xexy .  

25. а) с разделяющимися переменными; б) линейное; в) Бернулли; 

г) однородное; д) Бернулли; е) с разделяющимися переменными; ж) од-

нородное; з) однородное; и) с разделяющимися переменными; к) ли-

нейное. 

3.3. Дифференциальные уравнения  
высших порядков 

3.3.1. Основные понятия и определения 

Дифференциальные уравнения порядка выше первого называются 

ДУ высших порядков. ДУ второго порядка в общем случае записывает-

ся в виде: 

 0;;; yyyxF  (3.12) 

или, если это возможно, в виде, разрешенном относительно старшей 

производной: 

 yyxfy ;; . (3.13) 

Будем в основном рассматривать уравнение вида (3.13): от него 

всегда можно перейти к (3.12). 

Определение. Решением ДУ (3.13) называется всякая функция 

xy , которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество. 
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Определение. Общим решение ДУ (3.13) называется функция 

21;; CCxy , где 1C  и 2C не зависящие от x произвольные посто-

янные, удовлетворяющие условиям: 

1. 21;; CCx  является решением ДУ для каждого фиксированного 

значения 1C  и 2C . 

2. Каковы бы ни были начальные условия 

 0yy
xx 

, 0yy
xx 

, (3.14) 

существуют единственные значения постоянных 
0

11 CC  и 
0

22 CC  

такие, что функция 2
0

1
0 ;; CCxy  является решением уравнения 

(3.13) и удовлетворяет начальным условиям (3.14). 

Определение. Всякое решение 
0

2
0

1 ;; CCxy  уравнения (3.13), 

получающееся из общего решения 21;; CCxy  при конкретных зна-

чениях постоянных 
0

11 CC , 
0

22 CC , называется частным решением. 

Решения ДУ (3.13), записанные в виде 0;;; 21 CCyxФ , 

0;;;
0

2
0

1 CCyxФ , называются общим и частным интегралами соот-

ветственно. 

График всякого решения ДУ второго порядка называется инте-

гральной кривой. Общее решение ДУ (3.13) представляет собой множе-

ство интегральных кривых; частное решение – одна интегральная кри-

вая этого множества, проходящая через точку 00 ; yx  и имеющая в ней 

касательную с заданным угловым коэффициентом yxy 0 .  

Как и в случае уравнения первого порядка, задача нахождения ре-

шения ДУ (3.13), удовлетворяющего заданным начальным условиям 

(3.14), называется задачей Коши. 

Аналогичные понятия и определения имеют место для ДУ n-го по-

рядка, которое в общем виде записывается как  

0;...;;;; nyyyyxF  

или  

 
1;...;;;; nn yyyyxfy . (3.15) 

Задача Коши для этого уравнения состоит в том, чтобы найти такое 

решение уравнения, которое удовлетворяет условиям: 0yy , 

0yy ,…, 
1

0
1 nn yy  при 0xx , где 0x , ,0y 0y , …, 

1
0
n

y задан-
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ные числа, которые называются начальными данными или начальными 

условиями. 

Проинтегрировать (решить) ДУ n-го порядка означает следующее: 

найти его общее или частное решение (интеграл) в зависимости от того, 

заданы начальные условия или нет. 

Интегрирование дифференциальных уравнений n-го порядка (в ко-

нечном виде) удается произвести только в некоторых частных случаях. 

Поэтому рассмотрим лишь отдельные виды ДУ высших порядков. 

3.3.2. Уравнения, допускающие понижение порядка 

Одним из методов интегрирования ДУ высших порядков является 

метод понижения порядка. Суть метода состоит в том, что с помощью 

замены переменной (подстановки) данное ДУ сводится к уравнению, 

порядок которого ниже. 
dx

yd
y

n
n

1

. 

Рассмотрим три типа уравнений, допускающих понижение порядка. 

I. Уравнение n порядка xfy n
 решается последовательным 

интегрированием n раз. .
1

dx

yd
y

n
n  

Умножая обе его части на dx и интегрируя, получаем уравнение 

1n го порядка: 

111
1 CxCdxxfy n . 

Снова умножая обе части на dx  и интегрируя, получаем уравнение 

2n порядка: 

CxCxCdxCdxxy n
12211

2  и т.д. 

После n-кратного интегрирования получаем общий интеграл у это-

го уравнения в виде явной функции от x и n произвольных постоянных: 

n
nn

n CxCxCxy ...2
2

1
1 . 

Пример 82. Найти общее решение уравнения 
260xy . 

Решение. Умножая обе части данного уравнения 3-го порядка на 

dx и затем, интегрируя, получим уравнение 2-го порядка: 

dx

yd
y , dxxyd 260 , dxxyd 260 , 
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1

3

3
60 C

x
y , 1

320 Cxy . 

Далее тем же способом получаем уравнение 1-го порядка: 

dx

yd
y , dxCxyd 1

320 , dxCxyd 1
320 , 

21

4

4
20 CxC

x
y , 21

45 CxCxy . 

И, наконец получаем искомую функцию – общий интеграл данного 

уравнения: 

dx

dy
y , dxCxCxdy 21

45 , dxCxCxdy 21
45 , 

32

2

1

5

25
5 CxC

x
C

x
y , 32

2

1
5

2
CxC

x
Cxy . 

Пример 83. Найти частное решение уравнения xy IV 2cos , удов-

летворяющее условиям 
32

1
0y , 00y , 

8

1
0y , 00y . 

Решение. Заменим 
IVy отношением дифференциалов: 

dx

yd
y IV . Умножим обе части данного уравнения на dx и проинтег-

рируем: 

xdxyd 2cos , xdxyd 2cos , dx
x

y
2

2cos1
, 

dxxy 2cos1
2

1
, 12sin

2

1

2

1

2

1
Cxxy , 

12sin
4

1

2

1
Cxxy . 

Получили уравнение 3-го порядка. Используя одно из начальных 

условий 00y , найдем константу 1C : 

10sin
4

1
0

2

1
0 C , 01C . 
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Заменяя y отношением дифференциалов 
dx

yd
y , умножая обе 

части уравнения 3-го порядка на dx , а затем, интегрируя, получим 

уравнение 2-го порядка: 

dxxxyd 2sin
4

1

2

1
, dxxxyd 2sin

4

1

2

1
, 

2

2

2cos
2

1

4

1

22

1
Cx

x
y , 2

2 2cos
8

1

4

1
Cxxy . 

Используя начальное условие 
8

1
0y , найдем константу 2С : 

20cos
8

1
0

4

1

8

1
С , 2

8

1

8

1
C , 

4

1
2C , тогда  

4

1
2cos

8

1

4

1 2 xxy . 

Выполняя те же действия, получим уравнение 1-го порядка: 

dx

yd
y , dxxxyd

4

1
2cos

8

1

4

1 2 ,  

dxxxyd
4

1
2cos

8

1

4

1 2 , 3

3

4

1
2sin

2

1

8

1

34

1
Cxx

x
y , 

3
3

4

1
2sin

16

1

12

1
Cxxxy . 

Так как 00y , найдем постоянную 3С : 

30
4

1
0sin

16

1
0

12

1
0 C , 03C , тогда 

xxxy
4

1
2sin

16

1

12

1 3
. 

И, наконец, найдем функцию ,y  используя те же действия: 

dx

dy
y , dxxxxdy

4

1
2sin

16

1

12

1 3 , 

,
4

1
2sin

16

1

12

1 3 dxxxxdy  x
x

y 2cos
2

1

16

1

412

1 4
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,
24

1
4

2

C
x

 4
24

8

1
2cos

32

1

48

1
Cxxxy . 

По условию 
32

1
0y , тогда 40

8

1
0cos

32

1
0

48

1

32

1
C , 

4
32

1

32

1
C , 04C . 

Таким образом, частный интеграл данного уравнения имеет вид: 

24

8

1
2cos

32

1

48

1
xxxy . 

II. Дифференциальное уравнение вида 0;...;;; 1 nkk yyyxF , 

не содержащее явно искомой функции y . Порядок такого уравнения 

можно понизить, взяв за новую неизвестную функцию низшую из про-

изводных данного уравнения, то есть, полагая py k
, где xpp . 

Тогда получаем уравнение: 

0;...;;; knpppxF . 

Таким образом, порядок уравнения понижается на k единиц. 

Пример 84. Найти общее решение уравнения 03 yyx . 

Решение. Данное уравнение 2-го порядка не содержит явно функ-

ции y . Полагая py , получим 
dx

dp
y  и после подстановки данное 

уравнение обращается в уравнение 1-го порядка: 

03 p
dx

dp
x . 

Разделяя переменные и интегрируя, найдем 

03 pdxdpx , 0
3x

dx

p

dp
, 0

3x

dx

p

dp
, 

1ln3lnln Cxp , 1ln3ln Cxp , 13 Cxp , 
3

1

x

C
p . 

Заменяя вспомогательную переменную p через 
dx

dy
, получим урав-

нение 
3

1

x

C

dx

dy
, решая которое найдем искомый общий интеграл: 

dx
x

C
dy

3

1 , dx
x

C
dy

3

1 , 21 3ln CxCy . 
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Пример 85. Найти частный интеграл уравнения 
3xyyxy , 

удовлетворяющий условиям 11y , 01y . 

Решение. Данное уравнение 2-го порядка не содержит явно функ-

ции y , поэтому, полагая py , получим py . Подставим правые 

части полученных равенств в данное уравнение:  

3xppxp , 
32 xppxp . 

Разделим обе части уравнения на px : 

p

x

x

p
p

2

 или 
p

x
x

pp
11 2 . 

Получили дифференциальное уравнение Бернулли. Воспользуемся 

подстановкой vup , откуда vuvup , тогда получим 

uv
x

x
uvvuvu

11 2 , 
uv

x
x

vvuvu
11 2

. 

Отсюда получаем два уравнения с разделяющимися переменными 

1) 0
1

x
vv  и 2) 

uv
xvu

12 . 

Решим первое уравнение. 
dx

dv
v . Умножим обе части уравнения 

на dx  и разделим переменные 

x
v

dx

dv 1
, dx

x
vdv

1
, 

x

dx

v

dv
. 

Проинтегрировав последнее уравнение, найдем функцию v : 

x

dx

v

dv
, xv lnln , xv . 

Подставляя xv во второе уравнение и решая его, находим u как 

общий интеграл этого уравнения 

ux
xxu

12 , 
u

x
xu , 

u
u

1
, 

udx

du 1
, dx

u
du

1
, dxudu , 

dxudu , 
22

1
2 C

x
u

, 1
2 2 Cxu , 12 Cxu . Тогда 

12 Cxxvup . Поскольку yp , тогда 12 Cxxy . 
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Получили ДУ 1-го порядка с разделяющимися переменными: 

dx

dy
y , тогда получим 

12 Cxx
dx

dy
, dxCxxdy 12 . 

Проинтегрируем полученное уравнение  

dxCxxdy 12 , dxCxxy 12 . 

Воспользуемся методом подстановки. 

Пусть zCx 12 , 
2

12 zCx , тогда 1
22 Czx , 

1
2

2

1

2

1
Czx , 

1
2

2

1

2

1
Czddx , dzCzdx 1

2

2

1

2

1
, zdzdx . 

dzzCzzdzzCzdxCxx 2
1

4
1

2
1

2

1

2

1

2

1

2

1
2  

2
3

11
5

12

3

1

5

2
6

1
2

10

1

32

1

52

1
CCxCCxC

z
C

z
. 

Таким образом общий интеграл данного уравнения имеет вид: 

2
3

11
5

1 2
6

1
2

10

1
CCxCCxy . 

Используя начальные условия 1y , 0y при 1x , найдем зна-

чения постоянных 1C  и 2C : 

.2  ,02  ;210

,2
6

1
2

10

1
1

111

2
3

11
5

1

CCC

CCCC

2
3

222
6

1
22

10

1
1

5

C , 12C . 

Тогда частный интеграл данного уравнения имеет вид 

122
3

1
22

10

1 35
xxy . 
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III. Дифференциальное уравнение вида 

0;;...;;; 1 nn yyyyyF , не содержащее явно независимой пере-

менной x . Такое уравнение называется неполным ДУ.Его порядок 

можно понизить на единицу, положив py , где ypp . По правилу 

дифференцирования сложной функции находим 

dy

dp
pppypy . Затем найдем ypppypy  

ppppppppp
222

 и так далее. 

Пример 86. Найти общее решение уравнения 
2

1 yy . 

Решение. Это неполное уравнение 2-го порядка, не содержащее 

явно аргумента x . Положим yppy ; тогда ppypy  и 

данное уравнение преобразуется в уравнение 1-го порядка: 

21 ppp ; 21 p
dy

dp
p или dyppdp 21 . 

Полученное уравнение является уравнением с разделяющимися пе-

ременными вида (3.5). Умножим обе части полученного уравнения на 

21

1

p

 и проинтегрируем: 

dy

p

pdp

21

, dy

p

pdp

21

, 
2

1

1 p

pdp
Cy . 

Применим к последнему интегралу метод подстановки. Пусть 

zp 21 , тогда zp 12
, dzpdp2 , 

2

dz
pdp . Подставим полу-

ченные выражения под знак интеграла 

2
2

1
1

2

1

2

1

2
1

2

12

1

1
2

12

1

2

12

1

pz
zz

dzz
z

dz

p

pdp
 

Тогда получим 
2

1 1 pCy , 1
21 Cyp , 

2
1

21 Cyp , 
2

1
2 1 Cyp . Так как yp , тогда 

2
1

2
1 Cyy , 

2
11 Cyy , 

2
11 Cy

dx

dy
. Умно-
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жим полученное уравнение на 
2

11 Cy

dx
и проинтегрируем 

,

1
2

1

dx

Cy

dy
,

1
2

1

dx

Cy

dy
,arccos 12 CyCx  

21 cos CxCy . 

Таким образом, общее решение данного уравнения имеет вид: 

12cos CCxy . 

Пример 87. Найти частное решение уравнения 32
yyyy , 

удовлетворяющее условиям 
2

1
0y , 00y . 

Решение. Данное уравнение 2-го порядка не содержит явно аргу-

мента x . Поэтому py , тогда ppy , данное уравнение примет 

вид: 

32 ypppy  или 
p

y

y

p
p

2

. 

Получили уравнение Бернулли 1-го порядка, где p  рассматривает-

ся как функция от y . 

Заменяя функцию по формуле vup , имеем 
vu

y

y

uv
vuvu

2

 

или 
uv

y

y

v
vuvu

2

. 

Отсюда для нахождения u и v получим два уравнения: 

1) 0
y

v
v  и 2)

uv

y
vu

2

. 

Из первого уравнения находим u , как его простейший частный ин-

теграл: 

y

v
v , 

y

v

dy

dv
. Умножим уравнение на 

v

dy
 и проинтегрируем 

y

dy

v

dv
, 

y

dy

y

dy
, yv lnln , yv . 
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Подставляя v во второе уравнение, находим u , как его общий ин-

теграл: 

yu

y
yu

2

, 
u

u
1

, 
udy

du 1
. Умножим обе части уравнения на 

dyu и проинтегрируем 

dyudu , dyudu , 1

2

2
Cy

u
, 1

2 2 Cyu , 12 Cyu . 

Зная u и v , находим 12 Cyyvup .  

Заменяя p через 
dx

dy
, получим уравнение с разделяющимися пере-

менными 

12 Cyy
dx

dy
. 

Прежде чем интегрировать это уравнение целесообразно опреде-

лить значение постоянной 1C , используя заданные значения 
2

1
y , 

0y : 

1
2

1
2

2

1
0 C , 0

2

1
2 1C , 

2

1
1C . 

Подставляя значение 1C  в последнее уравнение, разделяя в нем пе-

ременные и интегрируя, найдем: 

2

1
2 yy

dx

dy
, 12yy

dx

dy
, dx

yy

dy

12
, 

dx
yy

dy

12
, 

12
2

yy

dy
Cx . 

Для отыскания полученного интеграла воспользуемся подстанов-

кой 12yz , тогда 
212 zy , 12 2zy , 

2

1

2

2z
y , 

zdzdy 2
2

1
, zdzdy . 
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1
2

1
2

1

2

1

2

12
2

2
2 z

dz

z

dz

z
z

zdz

yy

dy
 

112

112
ln

1

1
ln

2

1
2

y

y

z

z
. 

Следовательно, 

112

112
ln2

y

y
xC . 

Наконец, используя заданные значения 0x , 
2

1
y , определяем 

значение постоянной 2C : 

11
2

1
2

11
2

1
2

ln02C

, 

1ln1ln
10

10
ln2C

, 
02C

 и 

получаем искомый частный интеграл 

112

112
ln

y

y
x . 

Как показано в решениях примера 83 и примера 87, при отыскании 

частных интегралов уравнений высших порядков (указанных типов) нет 

необходимости сначала находить общий интеграл, а лишь затем опре-

делять значения всех постоянных. Можно, и лучше, определять значе-

ние каждой постоянной немедленно после того, как она появляется в 

процессе решения. 

Задания для самостоятельного решения 

Найти общие решения или общие интегралы дифференциальных 

уравнений: 

1. xy 2sin . 2. xy ln . 3. 02yyx . 4. 
xexyyx 2

.  

5. 0
3 yeyy . 6. 

2
4 yyy . 

Найти решения, удовлетворяющие заданным начальным условиям: 

7. xy 4
, 00y , 30y , 20y , 10y .  
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8. 0
2

yyxyx , 22y , 12y . 9. 1
2

yyy , 

100 yy . 

Ответы: 1. 212sin
4

1
CxCxy .  

2. 21
2

2

4

3
ln

2
CxCxx

x
y . 3. 2

3
1 CxCy .  

4. 2
2

11 CxCexy x
, 5. 21 CyCex y

. 6. 
xC

eCy 1
24 . 

7. xx
xx

y 3
6120

2
35

. 8. 
4

ln2
2x

y . 9. 1xy .  

3.4. Линейные дифференциальные уравнения  
второго порядка с постоянными коэффициентами 

3.4.1 Основные понятия и определения 

Определение. Линейным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами называется уравнение вида 

 xfqyypy , (3.16) 

где y искомая функция, p и q некоторые постоянные. 

Если 0xf , то уравнение (3.16) называется линейным однород-

ным уравнением (ЛОДУ), в противном случае оно называется линей-

ным неоднородным уравнением (ЛНДУ). 

Функции xyy 11  и xyy 22  называется линейно независи-

мыми на некотором интервале ba; , если отношение этих функций 

является некоторой функцией для всех bax ; , то есть xy
y

y
3

2

1 . 

Функции 1y  и 2y  линейно зависимы тогда и только тогда, когда 

они пропорциональны, то есть для всех bax ;  выполняется равенст-

во 
2

1

y

y
, или 21 yy , const . 

Например, функции 
xey 3

1 2  и 
xey2 линейно независимы.  

Средством изучения линейной зависимости системы функций яв-

ляется так называемый определитель Вронского или вронскиан. 

Для двух дифференцируемых функций xyy 11  и xyy 22  

вронскиан имеет вид 
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21

21

yy

yy
xW . 

Справедливы следующие теоремы.  

Теорема 1. Если дифференцируемые функции xy1  и xy2  ли-

нейно зависимы на интервале ba; , то определитель Вронского на этом 

интервале тождественно равен нулю. 

Теорема 2. Если xy1  и xy2  – линейно независимые решения 

уравнения 0qyypy на интервале ba; , то определитель Врон-

ского на этом интервале нигде не обращается в нуль. 

Теорема 3. (структура общего решения ЛОДУ второго порядка). 

Если два частных решения xyy 11  и xyy 22
 ЛОДУ 

0qyypy линейно независимы на интервале ba; , то общим ре-

шением этого уравнения является функция 

 221100 yCyCy , (3.17) 

где 1C  и 2C произвольные постоянные. 

Выражение 00y  читается: общее решение однородного уравнения. 

3.4.2 Линейные однородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Перед тем, как рассмотреть основные свойства решения ЛОДУ вида 

 0qyypy , (3.18) 

рассмотрим понятие комплексных чисел. 

Определение. Комплексным числом z называется выражение вида 

iyxz , где x  и y действительные числа, а i так называемая мни-

мая единица, 12i .  

Если 0x , то число iyiy0 называется чисто мнимым; если 

0y , то число xix 0 отождествляется с действительным числом 

x . А это означает, что множество R всех действительных чисел являет-

ся подмножеством множества C всех комплексных чисел, то есть 

CR . 

Число x называется действительной частью комплексного числа 

z и обозначается zx Re , а y мнимой частью z , zy Im . 

Два комплексных числа 111 iyxz  и 222 iyxz называются 

равными 21 zz  тогда и только тогда, когда равны их действительные 

части и равны их мнимые части: 21 xx , 21 yy . В частности, ком-
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плексное число iyxz  равно нулю тогда и только тогда, когда 

0yx . Понятия «больше» и «меньше» для комплексных чисел не 

вводится. 

Два комплексных числа iyxz  и iyxz , отличающиеся лишь 

знаком мнимой части, называются сопряженными. 

Всякое комплексное число iyxz можно изобразить точкой 

yxM ;  плоскости Oxy такой, что zx Re , zy Im . И, наоборот, ка-

ждую точку yxM ;  координатной плоскости можно рассматривать, 

как образ комплексного числа iyxz . 

 
0 

y  

y  
M  

x  
x  

r  

 

 

Плоскость, на которой изображаются комплексные числа, называ-

ется комплексной плоскостью. Ось абцисс называется действительной 

осью, ось ординат – мнимой осью. 

Комплексное число iyxz можно задавать с помощью радиус – 

вектора yxMOr ; . Длина вектора r , изображающего комплексное 

число z , называется модулем этого числа и обозначается z или r . Ве-

личина угла между положительным направлением действительной оси и 

вектором r , изображающим комплексное число, называется аргумен-

том этого комплексного числа, обозначается Argz  или .  

Аргумент комплексного числа 0z не определен. Аргумент ком-

плексного числа 0z величина многозначная и определяется с точно-

стью до слагаемого к2  ;...2;2;1;1 ;0k : kzArgz 2arg , где 

zarg главное значение аргумента, заключенное в промежутке ; , 

то есть zarg . 

Модуль zr  однозначно определяется по формуле  
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22 yxzr . 

Например, 110 22i ; iz 43 , 
22 43z  

525169 . Аргумент определяется из формул 

z

x
cos , 

z

y
sin , 

x

y
tg . 

Суммой двух комплексных чисел 111 iyxz  и 222 iyxz  на-

зывается комплексное число, определяемое равенством 

212121 yyixxzzz . 

Разностью двух комплексных чисел 1z  и 2z  называется комплекс-

ное число, определяемое равенством 

212121 yyixxzzz . 

Произведением комплексных чисел 1z  и 2z  называется комплекс-

ное число, определяемое равенством 

1221212121 yxyxiyyxxzzz . 

Отсюда, в частности, следует важнейшее соотношение 

12i . 

Например, 

iiiiiii 21182384634321 2
. 

Произведение сопряженных комплексных чисел 
22222 yxyiixyixyxiyxiyxzz  – действительное 

число. 

Частным двух комплексных чисел 1z  и 02z называется ком-

плексное число z , определяемое равенством 

2
2

2
2

2121

2
2

2
2

2121

2

1

yx

yxxy
i

yx

yyxx

z

z
z . 

Пример 88. Выполнить деление 
i

i

34

32
. 

Решение. Умножим числитель и знаменатель данной дроби на чис-

ло i34 , сопряженное знаменателю 
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.
25

18

25

1

25

181

916

9188

916

96128

3434

3432

34

32
2

i
i

i

i

iii

ii

ii

i

i

 

Пример 89. Вычислить а) ;100  б) .11  

Решение. а) ;10101100100 22 ii   

б) .111111111 2 ii  

Пример 90. Решить уравнение 0222 xx . 

Решение. Дано квадратное уравнение. Найдем дискриминант 

04842142
2

D . Действительных корней данное урав-

нение не имеет, но имеет комплексные корни. 

iiD 22144 22
. Тогда получим 

ii
i

x 1
2

2

2

2

2

22
2,1 , то есть ix 11 , ix 12 сопряженные 

комплексные числа, которые и являются решениями данного квадратно-

го уравнения. 

Вернемся к линейному однородному уравнению (3.18) 

0qyypy , где p  и q вещественные числа. Будем искать реше-

ние этого уравнения в виде 
kxey , где k некоторое число. Найдем 

первую и вторую производные 
kxkey  и 

kxeky 2
 и подставим по-

лученные правые части в данное уравнение: 

02 kxkxkx qepkeek . 

Сокращая обе части этого равенства на kxe , получаем квадратное 

уравнение: 

 02 qpkk . (3.19) 

Если число k является корнем уравнения (3.19), то функция 
kxey  

есть решение однородного уравнения (3.18). Уравнение (3.19) называет-

ся характеристическим уравнением для уравнения (3.18). 

Вид решения уравнения (3.18) существенно зависит от того, какие 

корни имеет характеристическое уравнение (3.19). Обозначим эти корни 

через 1k и 2k .  
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При решении характеристического уравнения (3.19) возможны сле-

дующие три случая, зависящие от того, какой знак имеет дискриминант 

квадратного уравнения (3.19): qpD 42
. 

Случай 1. Если корни уравнения (3.19) действительные и различ-

ные 0  21 Dkk , то общее решение однородного уравнения (3.18) 

согласно формуле (3.17) имеет вид: 

 
xkxk

eCeCy 21
2100 . (3.20) 

Пример 91. Решить уравнение 045 yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение: 0452 kk . 

Решаем его: 091625445
2

D , тогда 1
2

35
1k , 

4
2

35
2k , то есть 21 kk действительные различные числа. Сле-

довательно, согласно формуле (3.20), общее решение данного уравнения 

имеет вид: 

xx eCeCy 4
2100 . 

Случай 2. Если корни уравнения (3.19) действительные и равные 

kkk 21  0D , то имеем лишь одно частное решение 
kxey1 . 

Тогда наряду с 1y  решением уравнения (3.18) будет и 
kxxey2 , линей-

но независимое относительно 1y . 
2

p
k . Поэтому общее решение 

однородного уравнения (3.18) согласно формуле (3.17) имеет вид: 

kxkx xeCeCy 2100  или xCCey kx
2100 . (3.21) 

Пример 92. Найти общее решение уравнения 0168 yyy . 

Решение. Характеристическое уравнение данного ЛОДУ имеет 

следующий вид: 01682 kk . 0646416482D , поэтому 

4
2

8
21 kkk . Так корни характеристического уравнения дей-

ствительные равны, тогда согласно формуле (3.21) общее решение дан-

ного уравнения примет вид: 

xCCey x
21

4
00 . 

Случай 3. Если характеристическое уравнение ЛОДУ таково, что 

его 0D , тогда корнями такого уравнения являются комплексные чис-
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ла ik1 и ik2 , где 1i , и  – вещественные числа, 

то общее решение уравнения (3.18) имеет вид: 

xCxCey x sincos 2100 , (3.22) 

где 
2

p
, 

2

4 2pq
 

2

4
 или

2 qp
. 

Во всех трех случаях 1C  и 2C  – произвольные постоянные. Заме-

тим, что в случае 3 корни характеристического уравнения с постоянны-

ми коэффициентами представляют собой комплексно-сопряженные 

числа в алгебраической форме. 

Пример 93. Найти общее решение уравнения 0102 yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение данного урав-

нения 01022 kk . 0364041042
2

D . Тогда кор-

нями этого уравнения являются комплексные числа. Найдем вещест-

венные числа и : 1
2

2
, 3

2

6

2

36
. Корни характе-

ристического уравнения ik 311 , ik 312 . Тогда общее решение 

данного уравнения согласно формуле (3.22) примет вид: 

xCxCey x 3sin3cos 2100 . 

Таким образом, нахождение общего решения ЛОДУ второго порядка с 

постоянными коэффициентами (3.18) сводится к нахождению корней ха-

рактеристического уравнения (3.19) и использованию формул (3.20–3.22) 

общего решения уравнения (не прибегая к вычислению интегралов). 

Составим таблицу, использование которой облегчает отыскание 

общего решения уравнения (3.18). 

 

№ 0qyypy , 02 qpkk , qpD 42
, 1C , 

constC2  

1 2 3 

1. 0D ; 21 kk ; 1k , 

Rk2  

xkxk
eCeCy 21

2100  

 

1 2 3 
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2. 0D , kkk 21 , 

Rk  

xCCey kx
2100  

3. 0D , ik1 , 

ik2  

xCxCey x sincos 2100  

 

Заметим, что при составлении характеристического уравнения 

ЛОДУ (3.18) заменяем функцию y единицей, еѐ первую производную – 

первой степенью k , а вторую производную – второй степенью k . 

Пример 94. Найти общее решение уравнения: 04
2

2

dx

dy

dx

yd
. 

Решение. Преобразуем данное уравнение. Так как y
dx

yd
2

2

, 

y
dx

dy
, получим уравнение 04yy . Составим характеристическое 

уравнение 042 kk . Получили неполное квадратное уравнение, ко-

торое решим более простым способом: 04kk , 01k , 42k . По-

лучили два различных действительных корня, поэтому общее решение 

данного уравнения согласно формуле (3.20) будет иметь вид: 

xox eCeCy 4
2100  или 

xeCCy 4
2100 . 

Пример 95. Найти частное решение уравнения 054 yyy , 

удовлетворяющее начальным условиям 30y , 00y . 

Решение. Вначале находим общее решение данного уравнения. Его 

характеристическое уравнение 0542 kk . Найдем корни этого 

уравнения: 0420165442D , корни уравнения – ком-

плексные числа, 2
2

4
, 1

2

2

2

4
, тогда ik 21 , 

ik 22 . Согласно формуле (3.22) общее решение данного уравнения 

примет вид: 

xCxCey x sincos 21
2

00 . 

Далее, используя начальные условия, определяем значения посто-

янных 1C  и 2C . Подставляя в общее решение заданные значения 0x  

и 3y  (первое начальное условие), получим 
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0sin0cos3 21
0 CCe или 0113 1C , 31C . 

Дифференцируем общее решение (как произведение) 

xCxCexCxCey xx sincossincos 21
2

21
2

00 , 

xCxCexCxCey xx cossinsincos2 21
2

21
2

. 

Подставляя в результат заданные значения 0x , 0y , получим 

второе уравнение с неизвестными 1C  и 2C : 

0cos0sin0sin0cos20 21
0

21
0 CCeCCe , 

21 0020 CC , 2120 CC , 12 2CC , 62C . 

Подставляя найденные значения 1C  и 2C в общее решение, полу-

чим искомое частное решение данного уравнения, удовлетворяющее 

заданным начальным условиям: 

xxey x
чо sin6cos32

 или xxey x
чo sin2cos3 2

. 

Пример 96. Найти частное решение уравнения 012yyy , 

удовлетворяющее начальным условиям 10y , 20y . 

Решение. Найдем общее решение данного уравнения. Для этого 

составим характеристическое уравнение 0122 kk и решим его: 

049481)12(41D . 4
2

71
1k , 3

2

71
2k . Так 

как корни этого уравнения – различные действительные числа, тогда 

согласно формуле (3.20) общее решение данного уравнения примет вид: 

xx eCeCy 3
2

4
100 . 

Используя начальные условия, определяем значения постоянных 

1С  и 2С . Заданные значения 0x , 1y  подставим в общее решение: 

0
2

0
11 eCeC , 121 CC . 

Дифференцируя общее решение и подставляя в результат заданные зна-

чения 0x , 2y , получим второе уравнение с неизвестными 1С  и 2С : 

xx eCeCy 3
2

4
100 34 , 

xx eCeCy 3
2

4
1 34 ,  

0
2

0
1 342 eCeC , 21 342 CC . 

Решим полученные уравнения как систему: 
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;234

,1

21

21

CC

CC

;2314

,1

22

21

CC

CC

;634

,1

22

21

CC

CC

;67

,1

2

21

C

CC
 

.
7

1

,
7

6

1

2

C

C
 

Таким образом, искомое частное решение имеет вид  

xx
чo eey 34

7

6

7

1
 или .6

7

1 34 xx
чo eey  

Пример 97. Зная корни характеристического уравнения ЛОДУ, за-

писать общее решение уравнения: 

а) 51k , ;72k  б) ;821 kk  в) ,431 ik  ;432 ik   

г) ,51 ik  ik 52 . 

Решение. а) Так как корни характеристического уравнения различ-

ные действительные числа, тогда согласно формуле (3.20) общее реше-

ние примет вид 

xx eCeCy 7
2

5
100 . 

б) Корни характеристического уравнения действительные и рав-

ные, поэтому согласно формуле (3.21) общее решение ЛОДУ имеет вид: 

xCCey x
21

8
00 . 

в) Имеем два сопряженных комплексных числа, значит согласно 

формуле (3.22) получаем общее решение уравнения 

xCxCey x 4sin4cos 21
3

00 . 

г) Корни характеристического уравнения чисто мнимые числа, где 

0 , 5 , тогда общее решение примет вид 

xCxCy 5sin5cos 2100 . 

3.4.3. Интегрирование ЛОДУ n-го порядка  

с постоянными коэффициентами 

Задача нахождения общего решения ЛОДУ n-го порядка 2n  с 

постоянными коэффициентами 

0...2
2

1
1 ypypypy n

nnn
, (3.23) 
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где ip , ni ,1 числа, решается аналогично случаю уравнению второго 

порядка с постоянными коэффициентами. 

Общий интеграл уравнения (3.23) имеет вид 

nn yCyCyCy ...221100 , 

где 1y , 2y , …, ny – линейно независимые частные решения этого урав-

нения. 

Частные решения уравнения (3.23) также ищем в виде 
kxey , где 

k постоянное число. 

Характеристическим для уравнения (3.23) является алгебраическое 

уравнение n-го порядка вида 

0... 1
2

2
1

1 nn
nnn pkpkpkpk .  (3.24) 

Уравнение (3.24) имеет n корней (в их числе могут быть и ком-

плексные). Обозначим их через .,...,, 21 nkkk  При этом выполняются 

следующие правила: 

1) если все корни nkkk ,...,, 21  характеристического уравнения 

(3.24) действительны и различны (однократны), то общий интеграл 

уравнения (3.23) выражается формулой 

xk
n

xkxk neCeCeCy ...21
2100 ; (3.25) 

2) если все корни характеристического уравнения действительны, 

но корень 1k , например, имеет кратность mkkkm ...21 , то соот-

ветствующие m членов в формуле (3.25) заменяются слагаемым 

12
321 ...1 m

m
xk

xCxCxCCe  

и общий интеграл примет вид 

xnk
n

xmk
m

m
m

xk
eCeCxCxCxCCey ...... 1

1
12

321
1

00 ; 

3) если характеристическое уравнение имеет пару однократных 

комплексных сопряженных корней ik 2,1 , то в формуле (3.25) 

соответствующая пара членов заменяется слагаемым 

xCxCe x sincos 21  

и общий интеграл примет вид 

xk
n

xkxkx neCeCeCxCxCey ...cos 43
432100 ; 
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4) если пара комплексных сопряженных корней ik 2,1  урав-

нения (3.24) имеет кратность m , то соответствующие m  пар членов в 

формуле (3.25) заменяются слагаемым 

...cos... 21
1

21 xCCxxCxCCe mm
m

m
x

  

xk

n

xk

m
m

m
nm eCeCxxС ...sin 12

12
1

2  

и общий интеграл примет вид 

...cos... 21
1

2100 xCCxxCxCCey mm
m

m
x 1

2
m

mxC . 

xk
n

xk

m
nm eCeCx ...sin 12

12 . 

Пример 98. Решить уравнение 044 yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

044 23 kkk . 

Преобразуем левую часть полученного кубического уравнения 

.11414

444444

2

22323

kkkkk

kkkkkkkkk
 

Произведение равно нулю, когда хотя бы один из множителей ра-

вен нулю: 

04k , 01k , 01k . 

Тогда 41k , 12k , 13k  – корни характеристического урав-

нения. 

Так как полученные корни являются различными действительными 

числами, поэтому, согласно правилу 1, искомый общий интеграл данно-

го уравнения будет 

xxx eCeCeCy 32
4

100 . 

Заметим, что безразлично какой из корней считать первым, какой 

вторым и так далее. 

Пример 99. Найти общий интеграл уравнения 

06733 234 yyyyy . 

Решение. Дано ЛОДУ с постоянными коэффициентами четвертого 

порядка. По указанному правилу составляем характеристическое урав-

нение 

06733 234 kkkk . 
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Преобразуем левую часть полученного уравнения 

.123

122334223

2342236383

638323332

33362933

629336733

2

22

23

33

3234

234234

kkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkk

kkkkkkkkk

kkkkkkkkk

 

Характеристическое уравнение примет вид 0123
2

kkk . 

Его корнями являются действительные числа 31k , 22k , 

143 kk , два из которых равные. Согласно правилу 2, общий инте-

грал данного уравнения: 

xCCeeCeCy xxx
43

2
2

3
100 . 

Пример 100. Решить уравнение 04 yy . 

Решение. Характеристическое уравнение данного уравнения 

014k . Решим это уравнение 

011 22 kk  или 0111 2kkk , 

01k , 01k , 11k , 12k , 12k  или ik 4,3 .  

Поэтому, согласно правилу 3, искомый общий интеграл 

xCxCeCeCy xx sincos 432100 . 

Пример 101. Найти общий интеграл уравнения 

03613 24 yyy . 

Решение. Дифференциальному уравнению 03613 24 yyy  соот-

ветствует характеристическое уравнение 03613 24 kk . Полученное урав-

нение является биквадратным. Пусть zk 2 , тогда получим 036132 zz , 

2

2513

2

36416913
2,1z 4;9

2

513
. 92k , 

42k . Характеристическое уравнение имеет две пары мнимых со-

пряженных корней ik 32,1 , ik 24,3 . Согласно правилу 3, общий 

интеграл данного уравнения 

xCxCxCxCy 2sin2cos3sin3cos 432100 . 
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Пример 102. Решить уравнение 02510 357 yyy . 

Решение. Данному ЛОДУ седьмого порядка соответствует харак-

теристическое уравнение 02510 357 kkk  или 

02510 243 kkk , 05
223 kk . Оно имеет трехкратный дейст-

вительный корень 00 321 kkkk  и пару двукратных мнимых 

сопряженных корней ikikkik 5k  ,55 7654 . Поэто-

му, согласно правилам 2 и 4, общий интеграл данного уравнения имеет 

вид 

xxCCxxCCxCxCCy 5sin5cos 7654
2

32100 . 

Задания для самостоятельного решения 

Найти общее решение линейных однородных дифференциальных 

уравнений: 

1. .0yy  2. .025yy  

3. .0109 yyy  4. .074 yyy  

5. .02 yyy  6. .04914 yyy  

7. .0
4

1
yy  8. .0168 yyy  

9. .036yy  10. .0134 yyy  

11. .0732 yyy  12. .0100yy  

13. .034 yyy  14. .033 yyyy  

15. .02526 24 yyy  

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным 

начальным условиям:  

16. ,01920 yyy  ,00y  .180y  

17. ,08118 yyy  ,
3

1
0y  .10y  

18. ,0106 yyy  ,20y  .10y  

Ответы: 1. .2100
xeCCy  2. .5

2
5

100
xx eCeCy   

3. .2
10

100
xx eCeCy  4. .112

2
112

100
xx eCeCy  

5. .2100 xCCey x
 6. .21

7
00 xCCey x

  

7. xCCey
x

21
2

1

00 . 8. .21
4

00 xCCey x
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9. .6sin6cos 2100 xCxCy  10. .3sin3cos 21
2

00 xCxCey x
 

11. .2sin2cos 21
3

00 xCxCey x   

12. .10sin10cos 2100 xCxCy  13. 
xx eCeCCy 3

32100 .  

14. 
2

32100 xCxCCey x
.  

15. xCxCxCxCy 5sin5cossincos 432100 .  

16. .19xx
чo eey   

17. .4
3

19 xey x
чo  18. .sin7cos23 xxey x

чo  

3.4.4. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим ЛНДУ второго порядка с постоянными коэффициен-

тами 

 xfqyypy , (3.26) 

где p  и q постоянны, 0xf . Уравнение  

 0qyypy , (3.27) 

Левая часть которого совпадает с левой частью ЛНДУ (3.26), назы-

вается соответствующим ему однородным уравнением. 

Теорема 4 (структура общего решения ЛНДУ). Общим решением 

oнy уравнения (3.26) является сумма его произвольного (некоторого) 

частного решения чнy и общего решения 00y  соответствующего одно-

родного уравнения (3.27), то есть 

 ooчнoн yyy . (3.28) 

Укажем некоторые случаи нахождения частного некоторого реше-

ния неоднородного уравнения методом неопределенных коэффициен-

тов, не требующим интегрирования. Эти случаи типизируются по виду 

правой части уравнения xf .  

I. 
ax

n exPxf . 

II. xxQxxPexf mn
x sincos . 

Суть метода, называемого методом неопределенных коэффициен-

тов, состоит в следующем: по виду правой части xf уравнения (3.26) 

записывают ожидаемую форму частного некоторого решения с неопре-

деленными коэффициентами, затем подставляют еѐ в уравнение (3.26) и 

из полученного тождества находят значения коэффициентов. 
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I. Правая часть уравнения (3.26) имеет вид 
ax

n exPxf , где 

Ra , xPn многочлен степени n . Тогда частное некоторое решение 

чнy  ищется в виде: 

 
rax

nчн xexQy , (3.29) 

где xQn многочлен степени n с неопределенными коэффициентами, 

r количество корней характеристического уравнения соответствую-

щего однородного уравнения, совпадающих с a  (то есть r число, по-

казывающее, сколько раз a является корнем уравнения 02 qpkk ). 

Это означает, что r может принимать одно из следующих значений: 

0;1;2. 

а) Пусть a не является корнем характеристического уравнения 

02 qpkk , то есть 2,1ka . Следовательно, 0r , тогда 

ax
nчн exQy . 

б) Пусть 21 kka  (или 12 kka ), то есть a совпадает только с 

одним из корней характеристического уравнения, тогда 1r , следова-

тельно, 

xexQy ax
nчн . 

в) Если 21 kka , то есть корни характеристического уравнения 

есть действительные равные числа и равные a , тогда 2r  и  

2xexQy ax
nчн . 

Если в данной правой части xf  уравнения (3.26) отсутствует 

множитель axe , это означает, что 0a , т.к. 1axe . 

Еще раз поясним, как определяются коэффициенты многочлена 

:xQn  находим первую и вторую производные чнy  и чнy , полученные 

правые части чнy , чнy  и чнy  подставляем в данное уравнение. После 

преобразования получаем слева – многочлен степени n  с неопределен-

ными коэффициентами, справа – многочлен степени n , но с известны-

ми коэффициентами. Приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-

пенях x , получим систему алгебраических уравнений для определения 

коэффициентов многочлена xQn . 

Напомним, каковы коэффициенты многочленов некоторых степе-

ней: 

многочлен нулевой степени AxQ0 ; 

многочлен первой степени BAxxQ1 ; 
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многочлен второй степени CBxAxxQ 2
2 ; 

многочлен третьей степени DCxBxAxxQ 23
3  и так далее, 

где A , B , C , D некоторые постоянные величины. 

Пример 103. Найти общее решение уравнения 

22556 2xyyy . 

Решение. Согласно теореме 4 00yyy чнoн , поэтому вначале 

найдем общее решение соответствующего однородного уравнения 

056 yyy . Составим характеристическое уравнение и решим его 

0562 kk , 1;5
2

46

2

54366
2,1k . 

Тогда 
xx eCeCy 2

5
100 . 

Найдем частное некоторое решение чнy  данного уравнения. По ус-

ловию 225 2xxf  – многочлен второй степени, множитель axe  

отсутствует, поэтому 0a . Среди корней характеристического нет ну-

лей, следовательно 0r , таким образом, чнy  есть многочлен второй 

степени 

CBxAxyчн
2

. 

Для нахождения неопределенных коэффициентов BA,  и C найдем 

чнy  и чнy  

BAxyrн 2 , Ayrн 2 . 

Правые части чнy , чнy  и чнy  подставим в данное уравнение 

2255556122

,2255262

22

22

xCBxAxBAxA

xCBxAxBAxA
 

или  

2255625125 22 xCBAxBAAx . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x из обеих 

частей равенства, так как только при этом условии оно будет тождест-

венным, получим систему 

;2562

,0512

,255

CBA

BA

A

.12

,12

,5

C

B

A

 



 133 

Следовательно, 12125 2 xxyчн . 

Тогда общее решение данного уравнения примет вид 

12125 2
2

5
1 xxeCeСy xx

oн . 

Пример 104. Решить уравнение 
xxeyyy 2103 . 

Решение. Найдем общее решение соответствующего однородного 

уравнения 0103 yyy . Характеристическое уравнение 

01032 kk  имеет корни 2;5
2

73

2

4093
2,1k , поэто-

му общее решение однородного уравнения 

xx eCeCy 2
2

5
100 . 

Правая часть данного уравнения 
xxexf 2

 есть произведение 

многочлена первой степени на xe 2 . Здесь 2a  не совпадает ни с 

одним из корней характеристического решения, поэтому 0r . Частное 

некоторое решение данного уравнения имеет вид 

x
чн eBAxy 2

. 

Для определения коэффициентов A и B  найдем чнy  и чнy  

xxxx
чн eBAxAeeBAxeBAxy 2222 2 , 

.422

22

222

222

xxx

xxx
чн

eBAxAeAe

eBAxeBAxAey
 

Правые части равенств чнy , чнy  и чнy подставим в данное уравнение 

.10

6344

22

2222

xx

xxxx

xeeBAx

eBAxAeeBAxAe
 

Сократим полученное равенство на xe 2 и приведем подобные сла-

гаемые 

xBAxA 12 , xBAxA 1212  или xBAAx 1212 . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x : 

;012

,112

BA

A

.
144

1

,
12

1

B

A
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Частное некоторое решение примет вид 

x
чн exy 2

144

1

12

1
. 

Тогда общее решение данного уравнения 

xxx
oн exeCeСy 22

2
5

1
144

1

12

1
. 

Пример 105. Найти общее решение уравнения 
xxeyyy 2 . 

Решение. Рассмотрим однородное уравнение, соответствующее 

данному 02 yyy . Характеристическое уравнение 0122 kk  

или 01
2

k  имеет корни 121 kk . Тогда общее решение одно-

родного уравнения примет вид 

xCCey x
2100 . 

По условию 
xxexf , здесь 1a  дважды совпадает с корнями 

характеристического уравнения, поэтому 2r , x многочлен первой 

степени, следовательно, частное некоторое решение данного уравнения 

будет иметь вид 

2xeBAxy x
чн  

или  

x
чн eBxAxy 23

/ 

Аналогично примерам 103 и 104 найдем коэффициенты A  и B : 

,23 232

2323

xx

xx
чн

eBxAxeBxAx

eBxAxeBxAxy
 

xxx
чн eBxAxeBxAxeBxAxy 2322 2323  

xxx eBxAxeBAxeBxAx 2326 223
 

xx eBxAxeBxAx 232 23 . 

Правые части равенств чнy , чнy  и чнy подставим в данное уравнение: 

.2232

23226

23232

232

xxxx

xxx

xeeBxAxeBxAxeBxAx

eBxAxeBxAxeBAx
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Сократим полученное равенство на xe  и приведем подобные сла-

гаемые xBAx 26 . 

;02

,16

B

A

.0

,
6

1

B

A
 

Отсюда x
чн exy 3

6

1
. Тогда общее решение данного уравнения 

xx
oн exxCCey 3

21
6

1
. 

Пример 106. Найти частное решение уравнения 
233 xxyy , 

если 00y , 
27

70
0y . 

Решение. Вначале найдем общее решение данного неоднородного 

уравнения. Решим соответствующее однородное уравнение. Его харак-

теристическое уравнение 032 kk  или 03kk имеет различные 

действительные корни 01k  и 32k , поэтому общее решение одно-

родного уравнения 

xox eCeCy 3
2100  или 

xeCCy 3
2100 . 

Правая часть данного уравнения 
23 xxxf многочлен второй 

степени, множитель axe  отсутствует, значит, 0a , которое совпадает с 

одним из корней характеристического уравнения 01k , 1r . Поэто-

му частное некоторое решение данного уравнения имеет вид 

CxBxAxxCBxAxyчн
232

. 

Найдем неопределенные коэффициенты BA, и C . 

CBxAxyчн 23 2
, 

BAxyчн 26 . 

Тогда получим 

22 323326 xxCBxAxBAx , 

22 336926 xxCBxAxBAx    

или xxCBxBAAx 332669 22
. 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , получим 

систему уравнений 

,032

,366

,19

CB

BA

A

.
27

11

,
18

11

,
9

1

C

B

A

 

Таким образом xxxyчн
27

11

18

11

9

1 23 , а общее решение данно-

го уравнения 

xxxeССy x
oн

27

11

18

11

9

1 233
21 . 

Для получения частного решения найдем oнy  и воспользуемся началь-

ными условиями 00y (здесь 0x ) и 
27

70
0y (здесь также 0x ): 

.
27

11

9

11

3

1
3

27

11

18

11

9

1

23
2

233
21

xxeC

xxxeCCy

x

x
oн

 

;
27

11
0

9

11
0

3

1
3

27

70

,0
27

11
0

18

11
0

9

1
0

0
2

0
21

eC

eCC

;
27

70

27

11
3

,0

2

21

C

CC

;
27

11

27

70
3

,

2

21

C

CC

 

;33 2

21

C

CC

.1

,1

2

1

C

C
 

Поэтому, частное решение данного уравнения имеет вид 

xxxey x
ч

27

11

18

11

9

1
1 233 . 

II. Правая часть уравнения (3.26) имеет вид 

xsnxQxxPexf mn
x cos , где xPn  и xQm многочлены 

степени n  и m соответственно, и действительные числа. Тогда 

частное некоторое решение данного уравнения чнy  ищется в виде 

xxQxxPexy el
xr

чн sincos . (3.30) 



 137 

Здесь r равно показателю кратности корней i  в характеристи-

ческом уравнении соответствующего однородного уравнения: если ха-

рактеристическое уравнение таких корней не имеет, то 0r , а если 

имеет такие корни, то 1r  (то есть в данном случае для уравнений 2-го 

порядка 1;0r ); xPl  и xQl полные многочлены от x степени l  с 

различными неопределенными коэффициентами, при одних и тех же 

степенях x в обоих многочленах, причем l равно наибольшему из чисел 

n  и m  ( mnl  или nml ): 

l
ll

l AxAxAxP ...1
10  и l

ll
l BxBxBxQ ...1

10 . 

Следует помнить, что если в выражении функции xf  входит хотя 

бы одна из функций xcos  или xsin , то в чнy  надо всегда вводить 

обе функции. 

Неопределенные коэффициенты многочленов находятся так же, как 

и в случае I.  

Форма чнy  сохраняется и в случаях, когда 0xPn или 0xQm . 

Если правая часть уравнениях (3.26) есть сумма двух функций вида 

I и II, то есть xfxfxf 21 , то для нахождения частного некото-

рые решения следует использовать теорему о наложении решений: надо 

найти частные решения, соответствующие отдельным слагаемым пра-

вой части, и взять их сумму, которая и является частым некоторым ре-

шением исходного уравнения (то есть уравнения с суммой соответст-

вующих функций в правой части). 

Пример 107. Найти общее решение уравнения 

xyyy 3cos37102 . 

Решение. Решим соответствующее однородное уравнение 

0102 yyy . Составим характеристическое уравнение и найдем его 

корни: 01022 kk , 3640410142
2

D , 

i
i

k 31
2

62

2

362
2,1 , тогда xCxCey x 3sin3cos 2100 . По 

условию xxf 3cos37 , правой части соответствуют числа iia 3 , 

которые не являются корнями характеристического уравнения, поэтому 

частное некоторое решение данного уравнения будет иметь вид 

xBxAyчн 3sin3cos . 

Здесь A  и B постоянные, так как по условию множитель перед 

x3cos  равен 37- постоянной. 
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Для нахождения A  и B найдем первую и вторую производные от 

чнy  и полученные правые части чнy , чнy  и чнy подставим в данное 

уравнение: 

xBxAyчн 3cos33sin3 , xBxAyчн 3sin93cos9 , 

xBxAxBxAxBxA 3sin3cos103cos33sin323sin93cos9

x3cos37 , xBxAxBxA 3cos63sin63sin93cos9  

xxosxBxA 3373sin103cos10 , 

xxBABxABA 3cos373sin10693cos1069 , 

xxABxBA 3cos373sin63cos6 . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых тригонометрических 

функциях и решим полученную систему уравнений: 

;06

,376
 

3sin

3cos

AB

BA

x

x

;3766

,6

AA

AB

;3737

,6

A

AB

.6

,1

B

A
 

Тогда получим xxyчн 3sin63cos . 

Общее решение данного уравнения примет вид: 

xxxCxCey x
oн 3sin63cos3sin3cos 21 / 

Пример 108. Найти общее решение уравнения 

xeyyy x 3cos134 2
. 

Решение. Характеристическое уравнение соответствующего одно-

родного уравнения имеет вид 01342 kk , его корни 

2

364

2

52164
2,1k i

i
32

2

64
. Тогда общее решение 

однородного уравнения 

xCxCey x 3sin3cos 21
2

00 . 

По условию xexf x 3cos2
, правой части этой функции соот-

ветствует число ii 32 , которое совпадает с корнем характери-

стического уравнения, поэтому частное некоторое решение будем ис-

кать в виде 

xBxAxey x
чн 3sin3cos2

. 
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Найдем первую и вторую производные от чнy : 

,3cos33sin33sin3cos2

3sin3cos3sin3cos

222

22

xBxAxexBxAxee

xBxAxexBxAxey

xxx

xx
чн  

.3sin93cos9

3cos33sin323cos33sin3

23sin3cos422

3cos33sin33cos33sin3

3sin3cos23sin3cos2

2

22

22222

22

2222

xBxAxe

xBxAxeexBxA

xeexBxAxeee

xBxAxexBxAxe

xBxAxeexBxAxeey

x

xx

xxxxx

xx

xxxx
чн

 Подставим полученные результаты в данное уравнение 

,3cos

3sin3cos133cos33sin34

3sin3cos243sin93cos9

3cos33sin3223sin3cos44

2

22

222

2222

xe

xBxAxexBxAxe

xBxAxeexBxAxe

xBxAxeexBxAxee

x

xx

xxx

xxxx

 

,3cos3sin93cos9

3cos33sin3442

3sin3cos138444

2

2222

22222

xexBxA

xexBxAxexee

xBxAxexeexee

x

xxxx

xxxxx

 

.3cos3sin93cos9

3cos33sin323sin3cos9

22

22

xexBxAxe

xBxAexBxAxe

xx

xx

 

Сократим полученное равенство на xe2 : 

.3cos3cos63sin6  ,3cos39

3cos93cos63sin63sin93cos9

xxBxAxxBsib

xAxxBxAxBxxAx
 

Отсюда получим 

;16

,06
 

3cos

3sin

B

A

x

x
 

.
6

1
,0

B

A
 

Таким образом xxey x
чн 3sin

6

1 2 . 
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Общее решение данного уравнения примет вид: 

xxexCxCey xx
oн 3sin

6

1
3sin3cos 2

21
2 . 

Пример 109. Решить уравнение xxeyyy x cos2 . 

Решение. Решим соответствующее однородное уравнение: 

02 yyy , 0122 kk , 01
2

k , 121 kk . Согласно 

формуле (3.21) получим xCCey x
2100 . 

По условию xxexf x cos , правой части соответствуют числа 

ii 1 , которые не совпадают с корнями характеристического 

уравнения. Тогда в равенстве (3.30) 0r , 11 BxAxPl , 

22 BxAQl . Тогда получим  

xBxAxBxAey x
чн sincos 2211 . 

Найдем чнy  и чнy : 

xBxAxAexBxAxBxAey xx
чн sincossincos 1112211

,cossin 222 xBxAxA  

xBxAxAexBxAxBxAey xx
чн sincossincos 1112211

xAxBxAxAexBxAxA x sinsincoscossin 2111222  

xAxBxAxAxAexBxA x coscossinsincos 2111122  

.sincos 222 xBxAxA  

Правые части чнy , чнy  и чнy  подставим в данное уравнение 

xBxAxAexBxAxBxAe xx sincos2sincos 1112211  

xAxBxAxAexBxAxA x cos2cossin2cossin 2111222  

xAexBxAxBxAexBxA xx cos2sincos2sin 1221122  

xBxAexBxAxAxBxA x coscossinsin 1122211  

.cossin22 xxexBxA x
 

Сократим обе части полученного равенства на xe  и приведем по-

добные слагаемые 

xBxAxAxBxAxBxA sin2cos2sincos 1112211  



 141 

xBxAxAxBxAxA cossin2cos2sin2 111222  

xBxAxBxAxBxAxA sin2cos2sincos2 2211222  

xBxAxAxBxAxA cos2sin2sin2cos2 222111  

xxxBxAxBxA cossincos 2211 , 

xBxAxBxAxBxA sin4sin3cos3 112211  

xxxAxAxAxAxBxA coscos2sin2sin4cos4cos4 212122 . 

xABxAxAABxABxA 122212211 433cos244433  

xxxAAB cossin244 121 . 

Приравнивая множители при одинаковых тригонометрических 

функциях 

.0244343

244343
  

sin

cos

121212

212121

AABBxAA

xAABBxAA

x

x
 

Получим равенства многочленов, в каждом из которых прирав-

ниваем коэффициенты при одинаковых степенях x : 

.
25

3
  ,

25

4
                      ;02443

,1
4

25
  ,14

4

9
                                             ,043

,14
4

3
3                       ,02443

,
4

3
                                             ,143

121212

22212

222121

2121

AAAABB

AAAAA

AAAABB

AAAA

 

;0
25

6

25

16
34

,0
25

8

25

12
43

21

21

BB

BB
 

4: ;
5

2
34

3: ,
5

4
43

21

21

BB

BB
 

;
10

1

4

3

,
15

4

3

4

21

21

BB

BB
 

;
30

11

12

25

,
15

4

3

4

2

21

B

BB
 

.
125

22

,
375

12

2

1

B

B
 

Тогда xxxxey x
чн sin

125

22

25

4
cos

375

12

25

3
. 
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Таким образом, общее решение данного неоднородного уравнения 

примет вид 

xxxxexCCey xx
oн sin

125

22

25

4
cos

375

12

25

3
21 . 

Пример 110. Найти частное решение уравнения 

xexyyy 8396 , удовлетворяющее условиям 
9

2
0y , 

3

2
0y . 

Решение. Характеристическое уравнение соответствующего одно-

родного уравнения 0962 kk имеет корни 321 kk . Тогда  

xCCey x
21

3
00 . 

Правая часть данного уравнения есть сумма многочлена первой 

степени x3  и показательная функция xe8 . Поэтому частное некото-

рое решение данного уравнения согласно теореме о наложении решений 

x
чн CeBAxy . 

Найдем чнy , чнy : 

x
чн CeAy , 

x
чн Cey . 

Правые части чнy , чнy , чнy  подставим в данное уравнение 

xxxx exCeBAxCeACe 8399966  

и приравнивая коэффициенты подобных членов из обеих частей полу-

ченного равенства, имеем систему: 

;84

,069

,39

C

AB

A

 

.2

,
9

2

,
3

1

C

B

A

 

Следовательно x
чн exy 2

9

2

3

1
, 

xx
oн exxCCey 2

9

2

3

1
21

3 . 
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Для нахождения частного решения данного уравнения найдем oнy  

xxx
oн eeCxCCey 2

3

1
3 3

221
3  

и подставим в oнy и oнy заданные начальные условия при 0x , 

9

2
y , 

3

2
y : 

;2
3

1
03

3

2

;2
9

2
0

3

1
0

9

2

00
221

0

0
21

0

eeCCCe

eCCe
 

;
3

2
2

3

1
3

,02

21

1

CC

C

 

;62
3

1

3

2

,2

2

1

C

C

 
.5

,2

2

1

C

C
 

Тогда искомое частное решение примет вид: 

xx
ч exxey 2

9

2

3

1
523 . 

Задания для самостоятельного решения 

Найти общие решения ЛНДУ: 

1. .44 2xyyy  2. .63xyyy  

3. .2 2xeyyy  4. .1478 yyy  

5. .xeyy  6. .cos xyy  

7. .2sin82 xyyy  8. .6 2xxeyyy  

9. .2cos52 xeyyy x
 10. .25 xexyy  

11. .
2

244 2 x
eyyy x

 12. .cos3 xxyy  

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющих указанным 

начальным условиям: 

13. 
xeyy 4 , 40y , 30y . 

14. 
xxeyyy 22 , 000 yy . 

15. 
xexyy 22 , 50y , 5,00y . 

16. xyy 2sin159 , 70y , 00y . 
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17. 12 22 xeyy x
, 

8

1
0y , 10y . 

Ответы: 1. 342
8

1 22
21 xxexCCy x

oн .  

2. 
23

21
2 3

2

3
sin

2

3
cos xx

x
C

x
Cey

x

oн . 

3. .
9

1 2
21

xx
oн eexCCy  4. 27

21
xx

oн eCeCy . 

5. 
xxx

oн xeeCeCy
2

1
21 . 6. xxxCxCyoн sin

2

1
sincos 21 . 

7. xxeCeСy x
oн 2cos2sin3

5

22
21 .  

8. 
xxx

oн e
xx

eCeCy 2
2

3
2

2
1

2510
.  

9. xe
x

xCxCey xx
oн 2sin

4
2sin2cos 21 .  

10. xxeeССy xx
oн 5

2

5 2
21 .  

11. 
8

1

8

22
21

x
exxCCy x

oн . 

12. 
96

sin3cos
10

1 2
3

21

xx
xxeCCy x

oн . 

13. 
x

ч exxy 2sin5cos2 . 14. xxey x
ч sin . 

15. 5,335,1 2 xxey x
ч . 16. xxxyч 3sin23cos72sin3 . 

17. 
446

14
8

1 23
2 xxx

xey x
ч . 

Индивидуальное домашнее задание  

по теме «Дифференциальные уравнения» 

Задача 1. Найти частное решение (частный интеграл) дифференци-

ального уравнения первого порядка. 

1. 02 yyx , 100y . 16. 
x

y
y , 62y . 

2. 
23xyy , 106y . 17. 021 22 xyyx , 10y . 
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3. 02dxxydy , 53y . 18. 2yctgxy , 10y . 

4. 04 2yxy , 01y . 19. 
xx eeyy 1 , 10y . 

5. 044 2 yxy , 50y . 20. 022 dyyyxdxxxy , 

10y  

6. 02 yxyy , 30y . 21. 
21 xyxy , 21y . 

7. 09 2 ydxdyx , 1
2

3
y . 22. 

y

y
xy

ln
cos , 10y . 

8. dxydxdy 2 , 
2

5
2lny . 23. 011 22 yxy , 00y . 

9. 0412 2 dxydy , 
2

1

12
y . 24. 3 23 yy , 02y . 

10. 025 2 yey x
, 00y . 25. 0112xy , 40y . 

11. 034 dyxdxy , 52y . 26. 0yxxy , 14y . 

12. 0cossin2 xyxy , 00y . 27. xyy sin1 , 

20y . 

13. 021 xy , 31y . 28. ,53 22 yxy , 21y  

14. 02ln2 dxdyx
, 20y . 29. 

22 12 yxxy , 12y . 

15. 011 22 dyxdxy , .10y  30. 094 22 yxy , 

.32y   

Задача 2. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциаль-

ного уравнения первого порядка. 

1. 3412 xyyx . 16. 
231 xxyyx . 

2. xxyy 4 .  17. 
xeyyx1 . 

3. 
xxexyy cos2sinsin . 18. xyyyx 222

. 

4. 
x

y
xtgyyx .  19. 

422 xyyx . 

5. 
3xyxyy .  20. 

xeyyy 22 . 

6. 
2

22 xxexyy . 21. 
xeyy . 

7. yxxy 22 .  22. 
xexyyx 43 . 

8. yxyyxy 22
.  23. 02 xdydxyx . 
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9. 
222 121 xxyyx . 24. yxxy 22 . 

10. 0
2xxeyyx . 25. 

21 x

e
yy

x

. 

11. 
x

yyx
1

2 .  26. yxyx 2ln1 . 

12. dxxyydyx 22
. 27. dx

y

x

x

y
dy . 

13. 
2

sinsinsin
x

xyxy . 28. 11 2 yyxx . 

14. 1ln xyyx .  29. 
3xyxyy . 

15. 2sin2cos xyxy . 30. dxyxxdy 2 . 

Задача 3. Найти частное решение дифференциального уравнения 

второго порядка, удовлетворяющее начальным условиям. 

1. xyyy 2sin8124 , 00y , 00y . 

2. 396 2 xxyyy , 
3

4
0y , 

27

1
0y . 

3. 
xeyy 24 , 00y , 00y . 

4. 
xxeyyy 252 , 10y , 00y . 

5. xyyy 2cos1265 , 10y , 30y . 

6. 
xexyyy 71265 , 00y , 00y . 

7. 526134 xyyy , 10y , 00y . 

8. 164 2xyy , 20y , 30y . 

9. 
xeyyy 162 , 10y , 20y . 

10. 
xeyyy 31096 , 30y , 20y . 

11. 
xeyy 444 , 10y , 10y . 

12. 
xexyyy 2123 , 10y , 10y . 

13. 1xyy , 00y , 20y . 

14. xyy 3 , 00y , 
9

1
0y . 

15. xyy 2cos59 , 10y , 10y . 

16. 
xeyy 1716 , 20y , 70y . 

17. xyyy 512510 , 10y , 20y . 
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18. 
xeyyy 2127 , 00y , 10y . 

19. xyyy 2cos52 , 00y , 00y . 

20. 
xxeyyy 2 , 00y , 00y . 

21. xyyy sin1743 , 40y , 00y . 

22. 24552 2 xxyyy , 00y , 20y . 

23. 
xxeyyy 234 , 00y , 00y . 

24. xeyyy x cos32 , 00y , 00y . 

25. 
xeyyy 244 , 00y , 00y . 

26. 
xxeyyy 102 , 00y , 00y . 

27. 
xeyyy 5523 , 00y , 00y . 

28. xyy 2sin100 , 00y , 00y . 

29. 
xeyyy 396 , 10y , 00y . 

30. xeyyy x 4323 3
, 00y , 00y . 
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